i ﬁ_ fl\ fl\ I
DELLA

REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

ANNO CCCYVI.
1909

SERIE QUINTA

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

VOLUME XVIII.

1° SEMESTRE.

ROMA

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DElI LINCEl

CAV. V.
1909




RENDICONTI

DELLE SEDUTE
DELLA REALE ACCADEMIA DEI LINCKI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

AN

Seduta del 21 marzo 1909.
F. D' Ovioio Vicepresidente.

MEMORIE E NOTE
DI SOCI 0O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Alcune osservazioni sopra propriety atte ad
mdividuare una funzione. Nota del Socio Viro VOLTERRA.

L. fnsieme corrispondente ad un punto. — Abbiasi un campo finito
a due dimensioni () limitato da un contorno. Ad ogni punto A interno al
campo faremo corrispondere un insieme di elementi interni al campo stesso.
Lo diremo 1'énsieme corrispondente al punto A e lo denoteremo con E(A).

Questo insieme potrd essere costituito da un numero finito di punti o di
linee o di aree o anche da un insieme enumerabile di tutti questi elementi
o di parte di essi.

2. Massa dell’insieme corrispondente al punto A. — Supponiamo di-
stribuita in E(A) una massa e questa sia tale che ogni elemento di E(A)
abbia una massa o una densita positiva in modo che, se il punto A’ appartiene
ad K(A), la massa contenuta entro ogni cerchio avente per centro A sia un
numero diverso da zero, finito e positivo. Denoteremo con M(A) la massa
totale distribuita in E(A). Potrd darsi che un medesimo punto B appartenga
contemporaneamente, tanto all’insieme corrispondente ad un punto A, quanto
all'insieme corrispondente ad un punto A. La massa o la density distri-
buita in B, considerato come appartenente ad E(A), sard in generale diversa

(*) E evidente che le osservazioni seguenti possono estendersi al caso di campi di
un numero qualunque di dimensioni.
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dalla massa o densitd distribuita in B considerato come appartenente
ad E(A").

3. Potensiale di una funsione u sulla massa M(A). — Sia u(x , y) una
funzione qualsiasi finita e assolutamente continua in tutto il campo o'; ammet-
teremo che, operando su x(x, y) come sopra una funzione potenziale, si possa
calcolarne il potenziale sulla massa M(A) mediante somme o integrali estesi
agli elementi costituenti 1'insieme E(A). Lo chiameremo il potensiale della
funsione u sulla massa M(A) e lo indicheremo con P[u,M(A)].

4. Connessione. — Preso un punto A consideriamo un punto A" ap-
partenente ad E(A), quindi un punto A" appartenente ad E(A'), poi un
punto A"’ appartenente ad E(A”) e cosi di seguito.

I punti A, A", A" A" ... diremo che formano un seguito di punte
CONNESSL.

Diremo poi che un punto A é eornesso col contorno di o, se, scelto
un numero s comungue piceolo, potremo sempre trovare un seguito finito di
punti A, A" A” A", ... connessi, uno dei quali dista da nun punto del
contorno meno di &.

5. TEoREMA 1. — Za funsione w assolutamente continua e finita nel

campo G € aeterminala

quando: 1°) in ogni punto A interno al campo

] Tt .
m P['/ + M (AU = ‘{(A) ’

i conoscono ¢ valori della funsione w al contorno del campo; 3°) tutti

unti interni al campo s0no connessi col contorno.
Per dimostrare questo teorema basterd dimostrare che, se » & nulla al
contorno, e per i punti interni si ha
(1) ;Pl'u MA)]—u@A)=0
MR i ot = ! :
» & nulla internamente al campo. Infatti se, sotto queste condizioni, » non
fosse sempre nulla internamente al campo, dovrebbe avere nell’ interno almeno
un massimo o un minimo diversi da zero. Per fissare le idee supponiamo che
nel punto interno A si abbia un massimo G. Allora » dovrd avere il va-
lore G in tutti i punti di E(A), percheé se in un punto B di E(A), » avesse
un valore G’ inferiore a G, si potrebbe trovare un cerchio » avente per

s : ; b i G+ G ]
centro B nei punti del quale x sarebbe inferiore a -— . La porzione
della massa M(A) contenuta entro w deve essere per dato diversa da zero,
finita e positiva; chiamandola 7 avremmo per conseguenza

G—G m

2 M

MA)]< G —

e quindi, essendo #(A)= G, la (1) non potrebhe sussistere.
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Ora, se » assume il valore G in tutti i punti di E(A), e se A" appar-
tiene ad K(A), » dovrd avere il valore G in tutti i punti di E(A’) e cosi,
se A” appartiene a questo insieme, % dovra avere il valore G in tutti i
punti di E(A"”) e cosi di seguito.

Ora se ogni punto A interno é connesso col contorno, scelto & piccolo
ad arbitrio potremo trovare un punto interno che dista da un punto del con-
torno meno di & ed in cui » assume il valore G. Ne segue, per la conti-
nuitd uniforme di », che G deve essere minore di qualunque quantitd as-
segnabile, e percid 1'esistenza del massimo interno al campo & impossibile.

Teorema 1. — Za funzione v finita e assolutamente continua nel
campo o ¢ determinate quando per ogni punto A interno al campo si
conosce
(2) [:Mlﬁj Plu, M(A)]—«(A),
essendo o« un coefficiente il cui limile inferiore é maggiore di 1.

Proviamo che se la (2) é nulla, # deve esser sempre nulla. Infatti se
in A avesse un valore G diverso da zero, dovrebbe esistere un punto A’
appartenente ad E(A) in cui # avrebbe un valore assoluto eguale o supe-
riore ad o'|G|, rappresentando con < il limite inferiore di «; e di qui si
ricava che dovrebbe esistere un punto A” appartenente ad E(A’) in cui #
assumerebbe un valore assoluto, eguale o superiore ad «'*|G| e cosi di se-
guito indeflnitamente. Dunque esisterebbero valori di # tali che il loro va-
lore assoluto sarebbe tanto grande quanto ci piace.

Teorema IIL. — Due funzioni finite e continue assolutamente nel
campo o, tali che caleolando in ogni punto interno
1

< M) Plu, M(A)]— u(A)
si trova per wmbedue lo stesso valore, debbomo essere eguali fra loro in
qualche punto interno o del contorno del campo, se il limile superiore
di « ¢ minore di 1.

Mi risparmio di dare la dimostrazione ben facile di questa proposizione.

6. Esempio. — Supponiamo che E(A) sia una circonferenza C, avente
il centro in A e la densitd con cui é distribuita la massa sia 1. Allora il
teorema I, del § 5 diverrd: ZLa funziome u assolutamenle continua nel
campo o @ determinata quando: 1°) si conosce per ogni punto A interno
al campo la differensa fra il valore medio di u sopra C, e il valore al
centro; 2°) si conoscono i valori di w al contorno del campo; 3°) tutli
i punti interni al campo sono connessi col coutorno.

Supposto ora che il teovema di esistenza delle funzioni armoniche valga
pel campo ¢, avremo in particolare 1a proposizione: se la differensa fra il
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valore medio di w sopra C, ¢ il valore al centro sara nulla, la funsione
sara armonica.

7. Gid da vario tempo ero in possesso delle precedenti osservazioni che
non avevo perd reso note; mi sono permesso di pubblicarle avendo letto la
interessante Nota del prof. E. Levi inserita in questi Rendiconti: Sopra una
proprieta caratteristica delle funsioni armoniche (‘). Se si suppone la con-
dizione della continuitd assoluta della funzione w«. aflinche possa dirsi che
essa @ armonica, non & necessario sapere che il suo valore in ogni punto &
la media dei valori che assume sopra fwéfe le circonferenze interne al campo
e aventi il centro in quel punto; basta sapere che la proprietd sussiste per zra
sola di dette circonferenze. purché esista la connessione col contorno. Ma &
da osservare che in tal modo la condizione posta della continuitd non pud
togliersi, anche supponendo la integrabilitd di « lungo le circonferenze C, e
la integrabilitd superficiale. Cid caratterizza la differenza che passa colla
proposizione del Levi.

Si pud riconoscere facilmente questo con un esempio. Supponendo che
» rappresenti la distanza del centro da un punto generico, prendiamo una
funzione » ecuale a — log » in tutti 1 punti della corona circolare compresa

fra la circonferenza C di raggio 1 e quella C' concentrica di raggio 1

esclusi perd i punti di quest ultima circonferenza. Si prenda quindi come
valore di #z in un punto gqualsiasi A della circonferenza C" o interno ad
essa il valore medio che assume » in una circonferenza C, avente il centro
in quel punto e giacente internamente alla corona circolare. D'altra parte
ad ogni punto A interno alla corona si pud far corrispondere una circonfe-
renza C, avente il centro in quel punto e giacente internamente alla corona
stessa (ma non avente nell interno il cerchio C’) in modo che tutti i punti
interni alla corona siano connessi coi punti della circonferenza C di raggio 1
che forma il contorno dell intero campo circolare che si considera.

Avremo allora: 1°) » sara compreso fra 0 e log4; 2°) la differenza
fra il valore medio di » in C, e il valore di z in A sard nulla; 3°) tutii
1 punti A interni a C saranno connessi col contorno, e nondimeno la funzione %
non sara armonica perché si annullerd al contorno C e non sard nulla nel-
I'interno del ecampo. E evidente che » sara discontinua, e che si potrd li-
mitarne la discontinuita solo ai punti della circonferenza C'.

Fard per ultimo osservare che le considerazioni svolte nel § 5, hanno re-
lazione da un lato col calcolo delle differenze finite, mentre d'altro lato
sono intimamente colleguate colle questioni delle equazioni integrali; in par-
ticolare il Teorema I & collegato coi casi in eui il determinante si annulla.

") Il dott. Umberto Crudeli mi comunica che, indipendentemente dalle mie antece-
lenti ricerche, egli era ginnto a dimostrare lo stesso teorema del Levi ricorrendo alla
considerazione di massimi o minimi interni, ma con condizioni pint restrittive di quelle
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