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MEMORIE E NOTE

DI SOCT O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Su/ significato geometrico del secondo para-
metro differenziale di una funzione sopra una superficie qualunque.
Nota del Corrispondente P. Pizzerrr.

Nel fascicolo 4° del presente volume di questi Rendiconti ho dato uno
sviluppo in serie atto ad esprimere la media aritmetica dei valori che una
funzione dei punti dello spazio ordinario assume alla superficie di una sfera.
Un calcolo analogo conduce ad esprimere la media dei valori che una fun-
zione dei punti del piano assume sopra upa circonferenza.

Detto V, il valore della funzione V in un punto O del piano, M la
media aritmetica dei valori che la funzione stessa assume nei punti della
periferia di cerchio di raggio R e centro O, si ha:

R2 R‘l
M=V,} = (:V), -+ STWE (4Y), - --

(1) R!n—s R‘.’n d V
+o (2 — 2)¢ (dn-2V)o +- 22. 4., (2n)? (430 ¥)m .

Con (4.:V), & indicato il valore che A,V assume nel punto O; con
(42nV)m un valore compreso fra il massimo e il minimo di quelli che 4.,V
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assume nell'area circolare considerata. Stimo inutile riprodurre il calcolo
(del tutto analogo a quello della mia precedente Nota) che condnce alla
formola (1).

Se dividiamo la (1) per R* e facciamo poi tendere R a zero, abbiamo

(2) lim M

R=0 R® = (4:V)o .

Ora io mi propongo di dimostrare che questa formola pud essere assunta
come definizione del secondo parametro differenziale di una funzione dei
punti di una superficie qualungque (salva qualche limitazione intorno al
modo di variare della curvatura della superficie), ove naturalmente s'intenda
che M sia la media dei valori che la V assume sopra una circonferenza
geodetica di centro O e raggio R.

2. Non sarebbe difficile arrivare a questo risultato, partendo dallo svi-
luppo di Taylor applicato alla funzione V lungo un arco di geodetica uscente
da O, e integrando poscia 'espressione cosi ottenuta lungo la circonferenza
geodetica di raggio R. Ma per tenere questa via, occorre ammettere 1'esi-
stenza delle derivate 3° della V rispetto alle variabili che si assumono come
coordinate sulla superficie. Io intendo invece stabilire la (2) limitandomi
alla ipotesi che esistano e siano integrabili le derivate 2¢ della V in un
intorno convenientemente piccolo del punto O.

3. Supporremo riferiti i punti della superficie ad un sistema di coor-
dinate polari geodetiche » e 6, con polo in 0. Sia

ds* =du* + G d6*

il quadrato dell'elemento lineare. Riguardo alla superficie faremo le ipotesi
seguenti :

a) che in un intorno finito del punto O la curvatura assoluta sia
finita ;

b) che, detto K, il valore della curvatura in O, e K quello in un
punto M a distanza geodetica » da O, si abbia

(3) K— K| < hu

dove . & una costante finita;
¢) che K, sia il valore massimo, e K, il minimo della curvatura

assoluta nella regione di superficie che si considera; intendendo che in luogo
di K, si ponga szero, se la curvatura & sempre positiva o nulla, e si ponga,
invece, zero in luogo di K,, se essa & sempre negativa o nulla.

Supporrd, per ora, K, positiva.

4. Mi varrd di aleune disuguaglianze stabilite nelle mie Memorie:
Intorno al grado di approssimazione che si raggiunge nel risolvere ¢

——

.




— 3811 —

lriangoli geodelici sopra una superficie qualunque ('); e Paragone fra gli
angoli di due triangoli geodetici di equali lati (°).
Tenute le notazioni stabilite nel paragrafo precedente, si ha

a) ueos (ul/K,) < 1/G < wucosip (u/—K,).

b) Osservando che, per la superficie a curvatura costante, K, il rap-

/G = . L
porto I% P%;G— ¢ espresso da 1/K,.cotg(»1/K,) mentre /G & espresso da
%sen (#1/K,), dalla formola (16) della citata Memoria di Torino ri- \
VK,
sulta che |

T
_ - /c
VK, .cotg (2 1/K,) — ks 208 i

/G
1 U S\ T e
T e — KD /G e 0o

P s . . 1
dove K, e G, sono K e G ove alla lettera » si immagini sostituita la .
Ora abbiamo

1/Ge < @.cosip (21— Ks) < x.cos ip (u)/—K,)
Ko —Ko| < ho ; sen(z{/K,) < z1K,
1/G.sen(u1/Ko) > u*.cos*(u/K,). VK, .
Quindi

121G

hus? cos ip (u)/—K.)
I/E QU ’

/K, . cotg (n1/K,) — =
k" e 4 cost(uy/K,)

¢) Dalla formola (7) della citata Memoria di Torino deduciamo, colle
presenti notazioni:

)G = sen (u/Ky) + —
1 ho ] ho‘

‘ “] G (Ko — K,) sen (u — z) /K, .dz , |

e quindi, in modo analogo al precedente,

176G — VLK_sen(zc]/f{o) < I%cos ip (u1//—Ko,).

(*) Memorie R. Accad. di Torino, ser. II, vol. LVII, 1906. Si osservi che in quella
Memoria mi sono limitato a considerare superficie a curvatura positiva; le formole ivi ‘
contenute sono quindi meno generali di quelle comprese nella successiva Nota, nella quale
ho generalizzata la ipotesi sul segno della curvatura.
‘ (®) Rendiconti Lincei, ser. 5%, vol. XVI, 1907, pp. 149-155.




d) Indichiamo con s, la lunghezza di tutta la circonferenza geodetica
di raggio %: avremo:

e quindi, dalla precedente diseguaglianza :

.)
Sy — sen (¢ 1/K,)
'K, il I

cos ip (u /— Ky).

Supposto che la porzione di superficie che si vuol considerare sia tutta
contenuta dentro il cerchio geodetico di raggio R" e centro O, potremo nelle
precedenti diseguaglianze attribuire a cos ip (# /—XK,) il valore massimo

cosip(R'//—K,) e a cos (¢1'K,) il minimo valore cos(R'{/K,). (Supponiamo

. ' ==~ T . . .
ben inteso R'J/K, < 5). Le dette diseguaglianze, se poniamo

M iy

L’=COS(R']E) S L —

diventano cosi:

() ue < 1 G < uc,
| o 2
= — 1 1G hu? ¢
3 I o C ==
() }]l"kog(]h) /G 4
: (Vs 1 i = hut
() I]Lr— — sen (21 K,) <Ec.
2
d) ]\_ il 'rhu a8
]Ix

Se la cwvatura della superficie, nella regione che si considera, non &
mai negativa, dovra porsi ¢'=1; se essa invece non & mai positiva, si
porra ¢=1.

5. Queste cose premesse, facciamo uso della formola di Green genera-
lizzata (%)

gy g ye) f( l”_w_),/s+ (V. gy — . 27) a0
dove V & una funzione finita in tutti i punti dell'area limitata 2 di una
superficie regolare, e ammette, entro questa regione, le derivate 1° e 2°
finite e integrabili; v & una funzione generalmente finita, salvo nel punto O,

(") Beltrami, Delle variabils complesse sopra una superficie qualunque. Annali di
matematica, ser. II, t. 1, 1867.
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=818 —
ove essa diventa infinita come log;. Con s & indicato l'arco della linea

contorno dell'area £, con V, il valore della V nel punto O.
Assumeremo per la ¥ la forma

Y = log cotg (;f I/K_o) :

per area £ quella limitata da una circonferenza geodetica di centro O e
raggio geodetico »=R. Avremo per la funzione v il secondo parametro
differenziale espresso da

1G W 3&;
©) WEba i 1 21/G)
Al o /K cot /K—o S Gl B2
sen (2 1/ K,) (I otg (¥ K) /G du )

Indichiamo con s lo sviluppo della circonferenza geodetica di raggio R,
con M la media dei valori che la funzione V assume nei punti di questa
circonferenza ; ossia poniamo

I\I:% fV.ds.

Dividendo la (4) per 27 e sottraendo M dalle due parti, seriveremo

dove

A=— j w)ds——fV ds ,
2m Js
1 3 f

—_ — — A, 2,

B 27 . D + <4
1

\1=_— .JJ . !2.

G 2n‘,fsav W o

Esaminiamo dapprima il termine A. Abbiamo

w__ w_ 1K,

m sen (21 K,)
Quindi i
VK, fv g rV.ds=
oo sen (R71/K,)- e
2 e /K,
( . ! | 2:9°
=M{s— =sen(RYK,) { ————— .
(q 1Kob (B¥s ) 27 sen (RY/K,)
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Tenuto conto della diseguaglianza (d), ove si porrd R invece di #,

osservando che

(7) sen (RY/K,) > RY/K, cos(R{/K,) > RY/K, e,
abbiamo

. _AMR® ¢
t i

Le costanti ¢, ¢’ hanno il significato indicato alla fine del § 4.

Passiamo a considerare il termine C. Ricordando 1'espressione (5) di

4,y e la diseguaglianza (8) abbiamo

R Pits S
T S sen(uyKy) 4
e per la (a)

— 1 K, huic'®
G AP e ——
] sen(z]'K,) 4¢f

ed anche per la (7) ove si penga « in luogo di R,
hutc'®

G |4 0| < ——— .
) Je 2 Y| < ye

D'altra parte, ponendo per 2 la sua nota espressione, avremo

Cm ik [t [V ey G
“0

Jo
Quindi. detto V,, il massimo valore assoluto di V

>
’

hR3c"™
12. ¢8

i Y'f ren ~R =
(10) g = | a8 | |49 |1/G . du< V.

Veniamo finalmente al termine B. Poiche

YV =
f 5 f/s:—jd:\’.r/!l.
Js M JL

B=———lr,ru0ta(f—§ T‘)fd'\ aN —

avremo

+— C Ioucota(’ ) A4:.V.d0 —

/A
2
1 i
4 ' '/".‘O :l“fztang(E] K ) uutang(;—/’] K.)%J.:V.t(}.du.

\

e A
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Poniamo per ]/6 1'espressione
= 1

/G = " sen (z1/K,) + ¢

dove

ed osserviamo che, la quantitd che moltiplica 4,V sotto il segno integrale
rimanendo positiva nell'intervallo di integrazione, & lecito portare fuori dal
segno integrale la stessa 4,V attribuendole un valore medio che indicheremo
con (4,V),,. Avremo cosi

B L"%[R 2 log tang (% VE) o

(11) ' gras ik
— log tang (Q I/Ko); sen (z1/K,) . du -1,
dove
b. e (4 Vmats (* R =5
"/“<—c(—1—f2:)——‘(0 glogtang(gl Ko)—
(12)

— log tang (% ],/K_o): ut.du.

Ora, colla integrazione per parti, & facile verificare che l'integrale che
figura nella formola (11) & eguale a

2 =
== K log cos (E)j KU)

0

o quello che figura nella (12) pud scriversi

@ B u".dri 1 - fnl/,‘.(lu<——i—: :
5 Jo sen (#1/K,)  5cos(RY/K,) o 25.cos(R1/K,)

Sicché finalmente
2 R, — .
(13) B=— K. (4:V)m log cos (; 1 Ko) -+ NR®
. 2

dove N & una quantitd che rimane finita per ogni valore R non superiore

a un certo limite finito.
Dalle (6) (8) (10) (13) abbiamo dunque

2 L
(14) Vo — M= (4:V)n log cos (; V K0> + PR

&
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dove P rimane finita per ogni valore di R non superiore a un certo limite
finito. I calcolo precedente dimostra che questo limite superiore R’ & deter-

a S 3 =2 LI | 5 = \
minato dalla condizione che sia R'J'K, <, essendo K, il massimo va-

lore della curvatura assoluta.
Si ha d'altra parte

|

R=0

e L R, =
lim R log cos (:,\ 1 l\o) =

Quindi dalla (14) visulta la formola che si voleva dimostrare:
M—YV,

1
lim ———— = - (4,V),
1‘;1111 R® 4( Vo

nell'ipotesi che il 4,V varl con continuitd in prossimitd del punto consi-
derato O.

5. Nel calcolo precedente & supposto che la curvatura assoluta K, della ‘
superficie in O sia positiva. Se fosse negativa, il calcolo si modifica in modo
ovvio. Bisogna allora prendere come funzione v, nella formola di Green
(4) la

w=log cotgip (51— K. )

Alla formola (14) risulta allora sostituita la

)

; 2 ’ - MR
Ve —)[=K71Ji\), Iogcoup(g]—h\,)—{—PR“.

(

E poiche
R
log cos 1;»(;] —ho) R
lim = =
R=( R? 8 ¥
la precedente conclusione rimane inalterata.
Se fosse finalmente K, = 0, bisognerebbe assumere

| b

Y = ](ng

U




