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Rammento, per comodo di consultazione, che ¢,n,b6,¢,s,7 hanno il
significato dichiarato al n. 1 (essendosi soltanto soppresso l'indice P di ¢);
k ¢ definito dalla (13); I misura la corrente totale (in unitd elettromagne-
tiche); infine @ rappresenta il rapporto fra la velocitd media del flusso attra-
verso = e la velocita della luce.

Riservo ad una prossima Nota l'applicazione di queste formule al caso,
in cui il tubo T & sede di un campo elettromagnetico puro.

Fisica matematica. — Zeoria asintotica delle radiazioni elet-
triche. Nota del Corrispondente LEvI-CIVITA.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo faseicolo.

Matematica. — Alcune nuove espressioni assolute delle cur-
vature in un punto di una superficie. Nota di C. BuRALI-FORTI,
presentata dal Corrispondente Levi-Civira.

Il punto variabile P descriva una superficie =, e sia N il vettore uni-
tario, funzione di P, normale a 3 in P e di verso stabilito rispetto a =.
Per abbreviare la scrittura, si ponga

dN
°=up

cioé si indichi con o l'omografia vettoriale che trasforma uno spostamento
qualsiasi P di P nel corrispondente spostamento ¢N di N.

Se x & vettore unitario, pure funzione di P, e normale ad N, per la
curvatura normale Dox, geodetica Gx e per la torsione geodetica Sx
in P nella direzione x, si ha

-\ 2 3 - ')
(I) @(gxiN'xXrotx=xXox=M
inv, o
(IT) Gx = —N X rot x = div (N A x)
(IIT) Bx=NAxXox=xXo(NAX) (V).

(*) Per le notazioni, cfr. C. Burali-Forti e R. Marcolongo, Per l'unificazione delle
notazioni vettoriali, Rendiconti Palermo, t. XXIII-XXIV, Note I-V.

Per le omografie vettoriali e per le derivate rispetto a un punto, cfr. C. Burali-
Forti, Sopra alcune operazioni proiettive..... (1906), Sulle omografie vettoriali (1907),
Funzioni vettoriali (1907), Atti Acc. Torino, L'importance des transformations..... (1908),
Lenseignement mathematique. Alla notazione W7 della prima Nota sostituiamo ap’ le
du du

z/l"I\(/_P.

notazioni Dy, Ky della terza Nota equivalgono a
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Se ¢ & numero reale funzione di P, e 9y, Gy, By sono i valori di
Olx , Gx, Dbx per X parallelo alla tangente in P alla linea ¢ = cost,
allora
s B{onis; grad ¢ X o grad
1) E’qu—mv,o'——w_q’

; SRR rad (o
@) e g mod grad ¢

__NAgradg X ogradg

() ST (grad g)°

Inoltre, inv, o, inv,o sono, rispettivamente, la curvatura MEDIA € TO-
TALE (o di Gauss) di = nel punto P.

Queste forme di 9, G, B e delle curvature media e totale, sono as-
solute, cioé sono indipendenti tanto da coordinate cartesiane, quanto da coor-
dinate curvilinee in =. Si dimostrano, in modo pure assoluto e semplicissimo,
applicando, insieme ad altre hen note regole di calcolo vettoriale, le regole
seguenti meno usuali:

() uXov=vXKou , KKo=c
®) g(u/\v)= (inv,0) u A v—u A Kov + v A Kou
daxv) (. du ) dav
» \—dP w_(Kde Xw—l—(KdPu)Xw
Y
O R i g Eorin
/glad(uX\)—Kde—i—KdPu , grad u®*=2K Zp 1
(d) % u = (rot u) Au + + grad u®

e nelle quali w, v, w sono vettori e ¢ & omografia vettoriale.

1. Per dimostrare quanto abbiamo affermato riguardo alle curvature,
occorre esaminare le seguenti proprietd di o.

L'omografia o trasforma un vetlore qualsiasi in un vettore parallelo
al piano tangente a 3 nel punto P, cioé

(1) N X ox = 0, qualunque sia il vettore x.

Dall’ ultima (y), per essere grad N*=grad1 =0 si trae KoN=0;
quindi x X KeN =10 e da («) la (1).

Il vettore oN ¢ nullo. Il veltore dell’omografia ¢ ¢ nullo e quindi
¢ nulla anche la rotazione di N, e Ko coincide con o, cio

(2) oN=0 , Vo=0 , rotN=0 , Ko=o.

Il punto P 4w, con u vettore tale che u X ou = cost, descrive una
quadrica 6, che non ¢ propria, perché KoN =0 ciod Ko e ¢ sono dege-
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neri. Il cono assintoto di 6 si ha per m X ou=0; ora a tale condizione
soddisfano i vettori paralleli ad N (per la (1)): e quindi il cono, o & for-
mato dalla sola normale a = in P, o da due piani uscenti da questa retta
(= non sia un piano). In ogni caso N & diresione principale di 6 ed @&
quindi vettore wunifo per la dilatazione di ¢ (per Do), ciod esiste un numero
reale / tale che DeN = iN. In conseguenza

oN = DoN + (Vo) AN = AN + (Vo) AN;
ma da (d) si ha, essendo grad N*=0,
oN=(rot N) AN =2(Vo) AN,
che combinata con la precedente da
oN=/N-++oN da cui oN=2:iN,
e, per le (1), 0=NXoN =2k , h=10 cioé oN = 0.

Fissato. ad es., u normale ad N, il numero u X ou & determinato e,
se non & nullo, 6 & un cilindro con le generatrici parallele ad N, perché per
v=nu- /N si ha v X ov=nuXou. La sezione retta, per P (indicatrice
di Dupin) di questo cilindro & una conica che ammette sempre due, o infi-
niti, assi le cui direzioni (delle Zinee di curvatura in P) sono unite rispetto
a ¢. Allora, se x,y sono vettori unitari e ortogonali nelle direzioni degli
assi, sara XA\ ox=0,y/\oy =0 e quindi

2Vo=x/Nox+yAoy=NAoN=0,

ciod Vo=0 e 1ot N=20.

Dall'essere Vo =0 risulta subito che Ko = o perché oc=Do -+ (Vo)A
e Ko = Do — (Vo) /

Se @ ¢ numero reale, funsione di P, il suo gradiente ¢ normale
ad N, ciog
(3) NXgradg =0,

e quindi: grad ¢ ¢ la direzione di quella normale in P alla linea ¢ = cost
che giace nel piano tangente a = ¢ N A gradg ¢ la direzione della tan-
gente in P alla stessa linea.

Sia ¥ un altro numero funzione di P. Per ogni punto di 2, in un
certo intorno di P, passi una sola linea ¢ e una sola linea Y che in ciascun
punto del campo abbiano tangenti determinate e non parallele. I1 punto P
¢, in tale intorno, funzione di ¢ e w; P’y e P’y siano le sue derivate par-
ziali rispetto a ¢ e v, e il verso di N sia tale che

N—_TPeAPy _ PuAPYy
mod (P, A P'y) M S
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Se ora moltiplichiamo internamente (X) i due membri della identita

dP =P'ydy + P'ydy
per NAP'y, si ha

dgp:—%N/\P'q,XdP; da cui, grad ¢ = _%N/\P’g,

che dimostra quanto abbiamo affermato.

2. Dimostriamo ora le formule (I)-(IIT).

Siano y,y due linee di =, uscenti da P, ed aventi, nel punto P, la
tangente, normale principale e binormale, parallele, rispettivamente, ai
vettori

x,N,NAx ; x,NAx,N,

essendo x vettore unitario normale ad N .

I numeri 9%x, Gx si definiscono di solito, almeno in sostanza, come
flessioni in P, rispettivamente, di y,y" e Bx come forsione in P di y, o,
il che equivale a meno del segno, di y'. Allora se osserviamo che, essendo
u, v vettori,

du

E Vv
¢ la « derivata di n presa nella direzione v » (*) e ricordiamo le formule
vettorialy di Frenet, si ha, stabilendo i segni di 90, G ,T,

(4) @bx=(’%x)><x=—(j—;x) XN
(5) @x=(%x)Xx=—(Z—;x>XNAX
(6) @x———(z—gx\)XNAx:—(d—%\—x)x)XN.

Gli ultimi membri sono stati ottenuti dai primi (definizioni) applicando
alle identitd

NXx=0 , NAx)Xx=0 , NXNAXx)=0
le regole di calcolo vettoriale (y) e (e).

Da (d), per essere x*>=1, si trae (52

Zp X = (rot x) Ax, e dalle (4)

dm
dP
siente differenziale di m nella direzione v cosi opportunamente considerato dal Cesiro
(Geometria intrinseca). Per una definizione quasi assoluta del quoziente differenziale cfr.
C. Burali-Forti, Lezioni di geometria metrico-proiettiva, Torino, Bocca, 1904.

(*) Qualunque sia l'ente 7, funzione di P, v da, sotto forma assoluta, il quo-
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risultano subito le due prime forme della (1). Per ottenere la terza forma
si osservi che in virtu delle (1), (2), (8) si ha
(a) inv;e =ox Ao(NAX) X N=0x X }(inv,6) NAX—NAox{XN=

= (inv, 6) X X ox — (0X)* = (inv, ¢) Dlx — (0X)*.

Nello stesso modo dalla seconda forma (5) si trae (eseguendo il pro-
dotto interno dei due prodotti vettoriali) la prima forma della (II) e da
questa la seconda mediante la nota formula

diviu Av)=v Xrotu—uXrotv

e tenendo conto della (2).

Le (III) si ottengonc subito da (6) con la (e).

Per avere le (I'), (IL'), (III') basta porre nelle corrispondenti, in virtu
della (3),
grad ¢

sl \modgradgp'

Dalle seconde forme (II) e (IIT) si ottengono subito le (11'), (II1'). La (I')
si ottiene osservando che dalla seconda forma (I) si ha
() 9bNAx=NAXXd(NAX)=NAX X }(inv,06) NAx — N A ox{
=inv, 6 — X X o0X = inv, 0 — 9x.
Che inv, ¢ e inv.o siano le curvature media e totale di = in P appa-
risce dalle formule

(7) Olx + DN \x = inv, ¢
(8) Olx DbNAx — (Bx)* = inv. 0 (1);

la (7) & dimostrata dalla (&); la (8) risulta da (a) osservando che

Dlx QLN \x — (Bx)®* =x X ox(inv,0 — x X 0x) — (NAX X 0X)* =
= (inv, 0) x X ox — }(x X 0X)? -} (X /\ 0Xx)%{ = (inv, 0) x X 06X — (0X)".

3. Infine, omettendo molti altri risultati che si possono ottenere con
egual facilitd, e sempre in modo assoluto, vediamo come possa esprimersi
in funzione di un vettore arbitrario x, purché unitario e normale ad N,
I'ordinario A.g, cioe la divgrad ¢. Si ha

. dgradg ) (dgrad ¢ )
9) diverade =8P lxx —2——Z (NAX)! XNAX (®).
( e e S e R ©)

(') Dalla seconda forma (III) si ha subito BN/ x=—Gx.

(*) Cfr. Cesaro, Geometria intrinseca e C. Burali-Forti, Formule di Frenet (n. 5),
Atti Acc. Torino (1902). La seconda forma invariantiva

\ d grad @
{ dp

d grad
(NAR){ X x— | BB x f X NAX

risulta subito nulla applicando (8) al primo termine.
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d grad
Posto 4= —galz—P—(P , e osservando che KA =4 perché rot grad g = 0,

si ha da (p),

AN AXx) X NAX=](inv, ANAX —NAIX+xAIN{XNAX =
=inv;A — (AX) Xx — N AAN;

ma inv, 4 vale la. divgrad¢; inoltre se y & vettore normale ad N e si
applica la prima (y) alla identita y X N=0, ponendo w=N. si trova

subito N X K Z—g N=0; la (9) & dunque dimostrata.

Fisica. — Pressione e conducibilite elettrica dell’atmosfera.
Nota di Lavoro Amapuzzi, presentata dal Socio A. RicH.

B noto come vari argomenti inducano a pensare che per gran parte la
conducibilitd elettrica dell'atmosfera sia dovuta a ionizzazione determinata da
materiale radioattivo che nell’atmosfera medesima si diffonde dal suolo. Le
prime misure di Elster e Geitel sull'aria delle cantine e delle grotte sono
state appoggiate da altre numerose che sarebbe superfluo qui enumerare. Va
tenuto presente, é vero, qualche caso di eccezione pel guale la conducibilita
elettrica dell'aria di sotterranei invece che maggiore di quella dell'aria libera
e minore; ma si tratta di eccezioni che, come si suol dire, confermano la
regola.

Sono ben note anche le considerazioni dell' Ebert in rapporto all’ influenza
che sulle variazioni di pressione atmosferica dovrebbe avere il riversarsi
nell'aria del materiale proveniente dal suolo. Sotto 1'influenza di basse pres-
sioni barometriche 'aria contenuta nei condotti capillari del terreno, river-
sandosi nell'atmosfera, ne aumenterebbe il tenore in emanazione, mentre per
alte pressioni quest’aria sarebbe invece di nuovo spinta entro il terreno stesso
a raccogliere nuovo materiale radioattivo: in corrispondenza dei massimi di
pressione atmosferica si dovrebbe avere basso valore per la ionizzazione del-
I'atmosferica, ed in cowrispondenza dei minimi invece alto valore per la
ionizzazione. P. Zolss (*) a Kremsmiinster ha difatti veduto che la conduci-
bilita elettrica dell'aria al fondo di un pozzo di 60 metri di profondita segue
esattamente le oscillazioni della pressione atmosferica; ma non si mostra
molto soddisfatto, in quanto alcune volte si hanno dei risultati in contrad-
dizione colle vedute di Ebert.

E evidente, che se una relazione esiste, come pare probabile, fra pres-
sione e dispersione atmosferica, per quanto mascherata dall’azione di molti

(*) Phys. Zeits., 6, pag. 129, 1905




