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ciascuno dei quali ¢ pure sufficiente per la validita della suddetta for-
mola (6).

Noterd anche che le 4 — 2 ipotesi sopra enunciate si possono compen-
diare in questa unica:
Lo spazio S, , & 1n posizione regolare rispetto ad B ag ety DG

S,,,‘_”"” i dovendosi porre per 7, 7,..7 tutte le combinazioni di specie

g ey 1y aigre gy ? *t00

(=1,2,..,h—2) dei numeri 3 4 ... & compatibili colle limitazioni

Uil > > > 2

Matematica. — Sopra la teoria dei moduli di forme alge-
briche. Nota 3* del Socio E. BERTINI.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.

Matematica. — Swuz gruppi di sostituzioni lineari corrispon-
denti alle division: dello spazio non-euclideo in tetraedri ed ot-
taedri regolari. Nota del Socio Luicr Branchr.

1. Riprendo una questione che trattai in altra mia Nota. ove cercai
tutti i modi di riempire lo spazio non-euclideo con poliedri regolari con-
gruenti fra loro (*).

Trovai, allora, soltanto due modi di effettuare una tale divisione, ¢ cioe:

1#) in ottaedri regolari con angoli piani retti e diedri retti;
2%) in dodecaedri regolari con angoli piani nulli e diedri retti.

Ma in realtd esistono, come venne poi osservato dal Fricke, due e due
soli altri modi di divisione, e cioé in tetraedri e dodecaedii regolari con
angoli piani nulli e diedri =g ).

8

Scopo della presente comunicazione & di cavatterizzare aritimeticamente
1 gruppi di sostituzioni lineari di 1* e di 22 specie che nascono, secondo il
principio di Poincaré (Acta Math., vol. 3), combinando tutte le riflessioni
sulle facce dei tetraedri o degli ottaedri regolari appartenenti a due delle

) Sulle divisioni 1"’!7(‘]///'1‘ dello .\‘},H:ia non-euclideo in ]J(u"f"u’/‘i 7‘1’1101117'4‘». Questi
Rendiconti, luglio 1893.

(*) L'omissione di questi due tipi nella Nota citata & dovuta allo scambio, avvenuto
ivi al n. 8, dell'angolo rettilineo misura del diedro col suo supplemento. Con questa ret-
tificazione si riconosce immediatamente D'esistenza degli altri due tipi del testo.

Renprcontr. 1909, Vol. XVIIIL, 1° Sem. 85
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quattro divisioni. Si vedrd che essi sono semplicemente sottogruppi congruen-
ziali del gruppo delle sostituzioni unimodulari

(:';) al—fpwm 1,

con coefficienti interi appartenenti al campo immaginario quadratico (1, &)
o (1,¢) della radice cubica s o della radice quarta ¢ dell'unitd.

2. Ponendo

s = ——_L:— A (radice cubica dell unitd),

consideriamo quel gruppe G di sostituzioni unimodulari

| )

L

«

ys+d

(ltJ — fy = 1),

i cul coefficienti «,3,y.d sono interi nel campo (1,¢), e per le quali
inoltre sono soddisfatte le congruenze

>

B=y=0 (mod1—¢),

rispetto al modulo primo 1 — s. Ampliamo il gruppo G colla riflessione
5'=23, ('), permutabile con G, ed avremo il gruppo ampliato, che indiche-

remo con G,. constante delle sostituzioni di 1* e di 2® specie

a:+ 8

\ a) 3 = Ry
@ —By=1;8=y=0 (mod1—¢).

’ : @i, +— 3

) £ —— 1 ¢

‘/'4',—:-(;

Dimostreremo che il poliedro fondamentale di G, & appunto il tetraedro

regolare con angoli piani nulli e diedri = — .

(3]
Osserviamo prima di tutto il periodo delle sostituzioni ellittiche con-

tenute in G. La a) sara ellittica quando « - J sia reale e minore, in va-
lore assoluto, di 2; sarad per cid

a+d=0 0o atd==1.
Ma il primo caso & impossibile, perché non pud aversi insieme
e+0=0 ad=1 (mod 3),

e resta per cid possibile solo il caso @ d==1 ove le corrispondenti

') Colla notazione di Hermite z, significa la coningata di z
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sostituzioni ellittiche hanno il periodo 3. Considerando ora le sfere (piani)
di riflessione di Go, segue di qui: Se due sfere di riflessione di Gy si
. . . T 2m
attraversano, esse si lagliano sotto I’angolo 3 0 5
Ed ora ricerchiamo effettivamente tutte le riflessioni contenute in Gy .
Esse sono date da quelle sostituzioni 4) in cui «,d sono coniugati imma-
ginari e #,y sono puramente immaginari, ed hanno quindi la forma

(1) o (- a.8) . 20 4 ib, 13
F [c,fg.:o_{_(al_'_azé?),

dove @, ,a.,b,,¢, sono interi razionali, soddisfacenti alla equazione
(2) (@ —2a,)* + 3ai 4+ 126y, = 4.

I piani di riflessione si ottengono in particolare quando ¢, = 0; e poiché
allora la (2) ha le sole soluzioni

a,—2m==+=2 , a,=0

ay—20,==x=1 , aa==1,

si vede che: si otlengono tutti i piani di riflessione di G, dalle equasion:

percorrendo b tulti gli interi razionali.

Questi piani di riflessione dividono per cid il semispazio £ >> 0 in prismi
triangolari retti congruenti, a base equilatera. Si consideri uno di tali
prismi, per es. quello racchiuso dai tre piani

) =0, I) n=%Y83, D) §1/84n=13,

nell'interno del quale non penetra piu alecun piano di riflessione. La base
di questo prisma & il triangolo equilatero nel piano complesso s = & - iy,
coi tre vertici nei punti

14i1/3
0,1, ——+.

=

Consideriamo ora le sfere di riflessione (¢, 5= 0), coll'equazione

as \* W__a.;—2a, 2 h2=' 1 &
(3) (.E—E) +<'1 20‘15 ) _}-$ (Cl 1/5) ]
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o

i numeri interi a,, a.,e¢, soddisfacendo alla congruenza

(4) (as — 2a,)* + 8a3=4 (mod 12 ¢,).

Fra queste sfere abblamo la seguente:

essa ha per equatore (per sezione col piano &) il eircolo circoscritto al
triangolo equilatero considerato. I tre piani di viflessione I) 1I) III) e la
sfera 1V) racchiudono un poliedro 7, che & la porzione del prisma esterno

ST n ‘
alla sfera IV), ed @ appunto un tetraedro regolare con diedri = e coi

quattro verticl
V,=(0,0,0) |, Vo =41 O O ) iiis o8 Vis 3('1'~lf)~”)

Vi=(0,0,x),

he nella metrica non-euclidea sono tutti situati a distanza infinita

3. Proveremo ora che il tetraedro regolare 7 é il poliedro fondamentale
1i G, dimostrando successivamente queste due proprieta:
1*) Nessuna sfera di riflessione di G, attraversa il tetraedro I7.
2*) Nessuna sostituzione di G,, diversa dall identitd, trasforma 77
,‘ in s& medesimo.

Per dimostrare la prima asserzione cominciamo dall'osservare che, il

tetraedro /7 avendo diedri — -, nessuna sfera (piano) di riflessione di G,
2
pud penetrare in /7 attraverso uno spigolo, poiché taglierebbe allora le facce
2 . 2 :
concorrenti in quello spigolo sotto un angolo < —. Dunque una sfera di
- D)

riflessione di G, che attraversasse 77, dovrebbe contenere nel suo interno

almeno uno dei tre vertici V,,V,, V,. Vediamo se cid possibile.

Secondo le (3), (4) l'equazione di una sfera di riflessione di G, si pud

scérivere

(3) (F37

|
|
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dove @, b, c sono interi razionali soddisfacenti alla congruenza

(6) 3a* 4+ 0*=4 (mod 12 ¢),
dalla quale risulta
(7) b= =1 (mod 3).

Ora, perché la sfera (5) contenga nel suo interno V, o V., o Vs, do-
vranno rispettivamente verificarsi le diseguaglianze

() 3a* 4 b*< 4, per V,
(#) 3(2c —a)* 4 b* << 4, per V,
(y) 3(c —a)* 4 (Be —b)* < 4, per V,.

Ma poiche, a causa della (7), 4 o 3¢— & non possono essere nulli e sono
quindi uguali a =1, ne seguirebbe rispettivamente

@ =0 02— 200 —(Ch

¢id che & incompatibile colla congruenza (G). La prima proprietd é dunque
stabilita.

Venendo alla seconda proprietd osserviamo che, il tetraedro 27 essendo
regolare, esso ammette un gruppo tetraedrale ampliato di 24 movimenti
in sé, e cioe 12 di 1* e 12 di 2* specie; ma, come ora si vedrd, nessuno
di essi, esclusa 1'identita, appartiene G, .

2 s an Ly az + B
Per le sostituzioni z' =
)

gruppo tetraedrale di Z7, scrivendole sotto forma unimodulare, troviamo
subito

corrispondenti ai 12 movimenti del

dove abbiamo scritto nella prima riga le 4 costituenti il sottogruppo inva-
riante quadrinomio (Vierergruppe). Nessuna di queste, salvo la prima (1" iden-
tita), appartiene a G.

Combinando queste 12 sostituzioni colla riflessione sul piano & = {

22 paieel i

che riproduce 77, abbiamo le 12 sostituzioni di 2* specie che, avendo de-
terminante = — 1, non appartengono a G,.
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Cosi & dimostrata anche la seconda asserzione. Di pin osserviamo che
le 24 sostituzioni riproducenti I7 appartengono tutte al gruppo I', delle
sostituzioni di 1® e 2* specie a determinante «d — gy = ==1 con coeffi-
cienti interi mel campo (1,¢) e lo generano completamente poiché vi figu-
rano le quattro riflessioni fondamentali di I
1 ;

1 '
S =5 , ~= ’ a—-_‘.rn‘{“ RIS S

20

Questo I', & adunque il pid ampio gruppo in cui G, & contenuto come sotto-
gruppo invariante (d'indice 24). Concludiamo adunque;

Il tetraedro regolare I con angolt piani aulli e diedri = 7 @ il

)
)

poliedro fondamentale del gruppo Go. Il pi ampio gruppo in cui G, @
contenuto come sottogruppo invariante ¢ il gruppo completo Iy, che consta
di tutti ¢ movimenti di 1° e 2° specie che trasformano in sé la divisione
tetraedrica dello spasio non-euclideo.

4. Per passare alla divisione ottaedrica consideriamo quel sottogruppo G
del gruppo di Picard di sostituzioni wanimodulari a coefficienti interi di
Gauss, che ¢ definito dalle congruenze

8=y=0 (mod2):

abbiamo cosi in G le sostituzioni
= as+8 Xy B oy =
A) 5 _)T—_IL—") i @ —By=1, 6 8=y=0 (mod 2).

Ampliamo il gruppe G in G,, aggregandovi le sostituzioni di 2" specie

i 2o 3
B) ;=E—i—:‘— ad — By =1

730

f=y=0 (mod 2),

e, ricercando il poliedro fondamentale di G,, troveremo che esso & appunto
I'ottaedro regolare con diedri retti ed angoli piani nulli.

Cominciamo dall'osservare che nelle sostituzioni ellittiche A) di G pud
aversi soltanto

« + 0=0,
poiche I'altro caso « 4 J==1 & incompatibile colla congruenza

ad =1 (mod 4);

dunque le sostituzioni ellittiche di G hanno esclusivamente il periodo 2.
Conseguentemente due sfere di riflessione di G, non possono attraversarsi
e ortogonalmente.

cl
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Cid premesso, cerchiamo le riflessioni di G, che avranno la forma

e (al + i“?) 2y + Ziﬂl
20y, 50+ (ey — ia,) ’

la quaderna @, @, f,y di numeri interi razionali soddisfacendo all'equa-
zione

aita;+4pn =1.
I piani di riflessione si ottengono per y, =0 ed hanno le equazioni
n=pg , &=,

percorrendo @ gli interi ordinari. Questi piani dividono per cid il semispazio
¢ >0 in prismi retti a base quadrata, fra i quali sceglieremo p. es. quello
limitato dai quattro piani

I) =0, 1) &=0, III) =1, 1IV) &=1,

nell' interno del quale non penetra alcun altro piano di riflessione. La base
di questo prisma & nel piano &7 il quadrato coi vertici nei punti

gl pilad by L

Prendiamo ora le sfere di riflessione, date dall’equazione

E=5) o) +o=G)

dove e, ,as,y, percorrono le terne di numeri razionali interi che soddi-
sfano alla congruenza

ai+a;=1 (mod4y,).

Il massimo raggio delle sfere di riflessione e = 4; fra queste sfere di
massimo raggio consideriamo le quattro

V) (E—1)°

Vi) =)= —
VII) (€ =B o

VIII) _ T T Al Gt F

le quali sono descritte rispettivamente sui lati del quadrato considerato
come diametri. La regione del semispazio { >> 0 interna al prisma ed esterna
alle quattro sfere c¢i did appunto un ottaedro regolare ZZ con angoli piani
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nulli e diedri vetti. I suoi 6 vertici sono nei punti
V,=(0,0,0), V:=(1,0,0), V;=(1,1,0), V,=(0,1,0),
Vsi=(%,%,0), Vi=(0,0,m),

tutti situati a distanza infinita nella metrica non-euclidea. Dimostriamo che:
L’ottaedro regolare I ¢ il poliedro fondamentale del gruppo G .
Intanto nessuna sfera di riflessione attraversa 7, poiché eid non pud

. . . . . w . . .
avvenire lungo uno spigolo, i diedri essendo gid = . Una sfera di rifles-

sione che attraversasse 77 dovrebbe dunque contenere nel suo interno almeno
uno dei 5 verticl
[
0,1, 14i,i,——

5

e quindi taglierebbe ortogonalmente tutte e quattro le facce ivi concorrenti;
cid che & impossibile.

Esaminiamo ora 1 movimenti di 1* e 2* specie che sovrappongono 27
a sé stesso e che formano il gruppo oftaedrale ampliato di 48 sostituzioni.
Le 24 di 1* specie sono le seguenti ('):

(ﬁﬁ) "hﬁ) W—hﬁ+W'

(
(=11 W_l?i”W(*QTQ”W(Iiﬁ)
(1) i) 3 G ) M

(
(

Nessuna di esse, esclusa 1'identitd, appartiene a G. Le altre 24 si
ottengono combinando le 24 precedenti p. es. colla riflessione

- /‘;{

e sono ancora tutte fuori di G,.

Cosl & dimostrata la proprietd annunciata e vediamo altresi che il pi
ampio gruppo I', che contiene G, come sottogruppo invariante (d' indice 48)
é il gruppo completo delle sostituzioni di 1* e 2% specie a coefficienti in-
teri nel campo di Gauss e col determinante «d — By eguale ad una delle
unitd =1 ,==14,

(*) Nelle prime due linee seriviamo quelle di un sottogruppo diedrale G..




