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Te—Al a voltaggi elevati, la corrente continua che si ottiene & contraria
alla corrente termoelettrica che si svilupperebbe per riscaldamento al con-
tatto; poi i valori dell'intensith della corrente rettificata anche nel caso del
contatto tellurio-alluminio a voltaggi alti sono tali da escludere senz'altro
la possibilita di una spiegazione basata su semplici fenomeni termoelettrici.
Nel caso poi delle cellule ordinarie a Se, nelle quali la differenza fra le due
zone di contatto: Se-metallo e metallo-Se non possono essere cosi marcate
come nei rettificatori su ricordati, in cui si cerca appositamente che uno solo
dei contatti sia ad alta resistenza, il cercare la spiegazione in un effetto
termoelettrico dipendente da una differenza di effetto Joule nei due contatti
appare ancora meno accettabile, perché in generale l'intensita della corrente
raddrizzata & troppo forte, data la resistenza interna delle cellule stesse poi
perché, invertendo 1'inserzione degli elettrodi della cellula nel circuito, il
senso della corrente raddrizzata spesso non cambia; finalmente poi perche
l'effetto raddrizzatore non & molto piu grande nei preparati ad elettrodi
disuguali. anzi é inferiore a quello di molti preparati ad elettrodi eguali e in-
vece dipende dalla resistenza della cellula, crescendo al crescere di questa. Da
queste e dalle mie presenti ricerche si rileva sempre che il comportamento
anomalo del Selenio, pel quale questo si differenzia sostanzialmente da tutti
gli altri conduttori, é tanto piu marcato quanto piu alta ¢ la resistenza del pre-
parato studiato: i preparati di Se che si trovano in uno stadio di alta resi-
stenza, sia questa dovuta alla preparazione speciale o alle condizioni termiche
in cui si trovano, oppure infine sia prodotta artificialmente con 1 trattamenti
con correnti alternanti descritti nelle Note precedenti, hanno una maggiore
deviazione dalla legge di Ohm, sono capaci di fornire, a parita di altre con-
dizioni, una pid grande corrente secondaria e infine posseggono una piu rile-
vante attitudine a raddrizzare la corrente alternata.

Matematica. — Sopra una formola generale nel Calcolo delle
estensioni. Nota di A. DEL RE, presentata dal Socio V. VOLTERRA.

In una estensione semplice di Grassmann dell'ordine », siano scelti un
gruppo di elementi indipendenti e, ee, ..., ¢y, una estensione semplice su-
bordinata M dell'ordine » — o, ed un altro gruppo di elementi, indipendenti
0 NON, Xy, Tz, eee s Loy COL quali si compongano i prodotti

’
&Ly =2T,€6,€2 ... tu..\l

\ g = X363 + g M

i




si tratta di provare che

(2) Ly &g e 2l = ( 183 voo 6a M)P2 2, T2 o X €185 .0 €0 M .

Per ¢ = 1 la formula venne data dal sig. Whitehead nel suo libro:
Universal Algebra, pag. 224; e, per ¢ > 1, non solo la formula, per quanto
a me consta, non venne enunciata, ma non mi fu possibile, nell’ intento di

provarla con la debita evidenza, seguire il modo di ragionamento tenuto da

questo geometra. Mi fu necessario seguire un modo di dimostrazione diretto ()

che abbraccia, cosi, pure il caso di o =1.

tanza della formula, anche ne

Data la impc la sua semplice interpre-

tazione geometrica di proiezione da uno spazio lineare a ¢ — 1 dimensioni,
in uno spazio lineare a » — 1 dimensioni, sopra uno spazio di dimensioni
v—o —1, mi & parsa sufficientemente giustificata la pubblicazione di
questa Nota.

1. In virtu del teorema pliato del medio fattore, le (1) possono es-

sere scritte come segue:

= ( 1)7=1 (g, ¢ s M) -:_
+ (—1)° (16 ... M) 2, = A, - (— 1)°B,
rflx-lf‘m M) ¢;. -
(3)
+ (= 1) (165 ... €M) 2, = A, + (— 1)°B,
= > (—1)%(a esM) ¢;, -
Fi=1)5 (e =A;+ (—1)°B.
avendo posto, per brevita
(4 A :lyA]f"uu_v:..u weM)e, . B=(¢e,. esM) z,

ln—l.'z..,.,(:,_

avendo significato con lo serivere

¢

enza del fattore ¢; nel prodotto

Ck€102 ... €5, €d avendo inteso con 7 rappresentare uno dei numeri da 1 a o

nel caso di 0 =1, il sig. Whitehead riti

nuova la formula da lui data

I T A G
\H “ tento da lui tenuto consiste, a meno di una variante di forma, sostan-
zialme ol g 1 .
: ggio da ¢ a ¢41. Qualche denc minazione, o notazione,
S8 ' ritto conforme a quella adoperata dal Whitehead (cosi ad e
i prodotti chinsi in 8

onde sono costantemente prodotti numerici

; qualche altra no
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Moltiplicando membro a membro le (3), ed indicando con 7, 7s ..
1 e

una combinazione di classe p dei numeri 1,2,..,¢ scritta in guisa

abbiamo

A, ~l-(— 1)F2 B, By 5By,

¢ for-

dove & da tenersi presente che il prodotto A, i ;
mato considerando il prodotto A, A, ... A; e sostituendo al posto dei fattori
An Ay, .oy Ay, rispettivamente B, . B, , ... By, e dove, per ogni valore
1 esteso

di p cui si riferisce il secondo sommatovio, il primo & da intende
elementi. Se conveniamo di inclu-

A\_; anche il termine A, A,... A,
(—1)9° —

a tutte le combinazioni di classe p di
dere nel tipo (— 1)?7A, ... By, ... By
in corrispondenza del valore p=0 di p, il che & possibile perche

0
oy,

= (—1)°=1 nel caso in esame, (l/’) =1 per nota convenzione, ed il pro-

dotto A, ... By, ... By, ... By, ... A; non possiede piu alcun fattore B, visto

che il termine (— 1)?° B, B, ... B, scritto nella (5) a titolo di maggior chia-

rezza, & effettivamente incluso in quel tipo per p=g¢, ne deduciamo che
la (5) pud essere scritta piu comprensivamente nella forma

2, => > (—1)A, .. By .. By, . Byy oo Ag

(6)

membro sono asso-

dalla quale si vede chiaramente che i 27 termini del

ciati rispettivamente in gruppi di (‘Q)) . (T) o B (/“) (i) ciaseuno.

2 ’ , . [0 < :
Scegliamo nel gruppo generico di ( ) termini, il generico termine
P

(7) A= (— 1A, ..

0ve 7y 7' ... g & la combinazione dei numeri 1,2,..,¢ (di classe g=0— )

complementare della 7, 7, ... 7,, scritta per modo che sia 7, < 7,
e notiamo subito che, posto

(8) a=(e,6s ... cc M) , 7 T it/ i o/
per essere « un numero, esso pud essere seritto nella forma

PO+Po+

(9) A = (—1)

caPAy Ay, Apg By Lpy ee Ty
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e di tal termine trasformiamo il fattore
Ap Ar A= Y (— 1) (w0 - 8iy, oo G5 D) XK

S (— 1)@y, €5 oo i, o €M) > (— 1) Hra(@rg €4 - i,y e €M)

Poiché le espressioni

(—1)"irx(zy, € ... & .eq M) =l
sono tutte dei numeri, potremo scrivere, ponendo #. ==y, 4 7r, =+ 4 Zrg s
(10) Ay Ag VA, =2 (—"1)17 "|(1, ey ... G ... eaM)e;
k=1
dove il = & da intendersi esteso a tutti i valori delle 2, , 7, , ..., 7, da 1=0

'
per ciascuno. Si riconosce subito che tutti i termini di una tal somma, 1
quali provengono per valori uguali di due delle ., ,7,,..., %, sono nulli,
perché, in tal caso, due almeno dei fattori ei , e, ..., 6 _ Sono eguali,
ed altrettanto dicasi nel case in cui sia ¢ > o, perché allora, nel prodotto

€ir, « €, uno almeno dei fattori si trova ripetuto. Percid la prece-
dente somma si dovrd intendere estesa soltanto ai termini che si hanno per
valoii distinti delle 7, , ., ,...,%,,, @ per ¢ non superiore a o; e tali ter-
mini sono tanti quante sono le disposizioni, senza ripetizione, della classe g
di ¢ elementi. Aggruppiamo queste disposizioni in modo che quelle di ogni
gruppo costituiscano una medesima combinazione della classe ¢; in ogni
g
q
termine corrispondente ad uno di questi gruppi ordiniamo i fattori del pro-

gruppo ve ne saranno ‘/f e tutti 1 gruppi1 saranno in numero di ( ) In ognl

dotto e, ei., ..¢, in modo che ¢ .- 2, costituiscano la permutazione
principale che supporremo rappresentata da s, s,, ... s,, ; allora, se % é il nu-
mero delle inversioni presentate dalla 7., 7, ...7,, in confronto della 8 «8rq
avremo

= (—])"¢ ¢ ¢

e tutti i termini corrispondenti al gruppo considerato nel secondo membro

della (10) saranno quelli contenuti nella somma

H = (— D)t 2= ) (5, afivseippie exM) | (ngie) b 2. oDl

(11)

(Zygy ... 8i, ... ecM) e, e, ... e,
q 1 ]

ove / ha il significato indicato e varia da

a termine a termine.



=) jph =
Se provvisoriamente poniamo
(@r, €1 0 sy, oo M) (2, € oo 8sy, o M) ... (2

(Zr, €1 00 by oo €M) (2,0 ... 8, ... esM) ... (2r, €

e Csp. e M) (2,04 ... 8 rg o CoM) .. (a

avremo, evidentemente,

Z(— 1)"(r, €1 o Cir, ore €M) (2, €1 . 8y, e €M) ...

cp]wm
(12) H=(—1)r""%.4.

ecM) =4,

Ora, per un noto teorema, fondamentale del calcolo delle estensioni. si

ha pure

d =Ty, By, o Tyg [01 s O, o aM][0) e 8oy, v 0 M]. ..

(13)

e pel teorema semplice del medio fattore, successivamente
[Ler ... &, ... esM][ey ... &, ... ecM) =
= (= 1) (s, &1 ... &, .. s M) ¢
= (—1)*ae ...¢
[[61 oe CaproreBapone €aM] 61 ook By e 8o M] =
A Chon Cltee il we boM) e ... ¢

= (— 1)t e ... Oy, oee 8y oo &

(1 S SO ST W R
= (==, 61 Sy o os MY By Rig 0,
= (— 1)~V qp, ... g
quindi, in fine, tenuto conto che (— 1)-%—4—-

q(g=L

(14) 4d=(—1) * ‘(l_].l"‘l,'i...l'11.,”»...»5' vos &

e, per le (12), (10)

£ ---’37-\1, y

s M

gD — (1) 2

e

ala=1)
H=(—1)"""""*% .a?(x,, Lyg eu Wyq €1 e Cop e By on sy, wea M) e  Cary one Csy

KA A = () 25 1% e,

g wer

52 (@i Brgis s Brgi8L3518ap, 54 Bap. 1k s o o M) Cap, v

rq X oy .

e, b 85
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il = dovendo essere esteso, come si & detto. a tutte le combinazioni distinte

della classe ¢ dei numeri da 1 a ¢.
Se ne deduce, osservando la (9) e ricordando che p-¢ =0, per A

la espressione

X aP=13(xr, 1 iess 6 s M) ¢ ¢ Ty Ly Lnp
(15 L)
 ( [)PoREa i+
ol = (2 &r L ves 6 é s M) 2 Ty €

il simbolo = avendo qui lo stesso significato or ora ricordato.

2. Formiamo ora il prodotto

(16) Ly Lo vee Lp€) €2 ove 6. M |

e trasformiamolo in una somma con la regola ampliata del medio fattore;

avremo, supponendo essere 7,7 .1 una combinazione di classe
p+g=c¢e dei o+ o elementi 1,2,..,0 , 1.2,... ¢ (le » essendo
prese f i 12...0 e le 5 fra gli 12..0 e seritte per modo da essere
< (g M < o< < mp) che un termine di tal somma, per
T : =
oo Cip <ue 7 2y ¢ ¢
oF o)L me 1 = (o ~1-'a) —my -2 -2
+(o+0)—1 +p—1-4
+(p+0)—i,+(p+o) by + 14 (p40)—i, + 24
+(p+40o)— +q¢—1
i ) (p— 1) oo —
— plo + o)+ ¢(p+ o) et AL 1 4 49lg J\
~ ) I )

sicché sara, per (8
(17) (—1)* PN 2p 2py... 2, CloneCin vislin onslip ..,/‘,A\I).h,‘ 7 e O
A a
un termine del prodotto
(18) (61 €2 v 6 MP0, 23 o 35 0 05 0 €M
Ora, visto che ¢ & proprio I'esponente di — 1 nella (15), un tal ter-

mine

pure un termine di A:

tutti

cosl, tenuto conto dei vari valori di g,
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i termini del prodotto (18) sono altrettanti termini delle espressioni A. Ma,

SN g : : .
nel prodotto (18) vi sono ( termini, mentre che in una A generica
0 b

essendovene (:) in tutte le A ve ne sono i(j)(;) 2:\_-(0i/;)(/g)

(E) =@+ O+ +()

dunque tutti i termini del prodotto (18) sono termini del prodotto (6) ed

inversamente; vale a dire che si ha, c. v. d.,

(19) I; l' v Ly = (e1.63 +s e M) 2y @5 ooe Tp €) L2 oe. Cae ML
Se M fosse 1'estensione supplementare della ¢, ¢, ... ¢;, sicché potesse
seriversi
M=|e ¢ eo=—|6) .| ¢ s
3 . S 3 5 - :
e fossero e, é. ... ¢; nelle loro intensita normali e mutuamente reciproci, si
avrebbe
1 0 0
0
(1905 %-.ea M) =1} ez 1esei€a 1|61 | O rons | 1 0 =il
0 0. 1|
e quindi
J.‘; :; =T L2 +ee L5 €) €2 ve0 €5 * M.

3. I interessante di vedere come si esprime il prodotto z, 2,

e
1

e cid pud essere fatto

cavato dalla (19) per mezzo del prodotto oy as...

in due modi distinti egualmente semplici.
Indicando con N la estensione subordinata che contiene gli elementi

. &, - N=10, e moltiplicando a dritta la (19)

Ly y Ly q oo s sicche sia a,

prima per ¢, és ... ¢; e poi per N, si avrd:
‘:‘; 2 : ves 4 €1.6) '+« ég M= o &1 D3 v Tp €16y -is Cg° M. €165 ..€g" N

— 1S (— DS (B By ooe Trg €1 voe Eir, Bir. wve Bir, oo g M) X

X Ty, T voe Loy, € Cipy o+ Cipy €1 €3 we. Cg
siccome risulta dal confronto con la (17) quando il = si intende esteso
per ogni valore ¢ a tutte le combinazioni di classe ¢ di ¢ elementi, e si
supponga che z, debba significare I'assenza dell'elemento corrispondente .

Tenendo poi presente che il prodotto v, &, ... T, €yy €py o €yy POT €162 .0 €

a

Renoreontr. 1909, Vol. XVIII, 2° Sem. 61




— 458 —
& nullo, si rileva che nella precedente somma tutti i termini, eccetto

(6, e ... ecM) &, &3 ... 2; sono nulli, e che percid:
1 l:,,,,.l;,u,r‘-_.“u; N = Lz, Lg oo &g €) €3 o ¢s'N= [per la llT)J ad

6185 Gip, oo Oty o5 8o N) Ly Tng o< Dot Bt Ol wen b

r

BS
at S (&~ 1) ‘\_ (e o
P=0
o N) @ &g ... 2,, perché tutti i ter-
mini della doppia somma, i quali contengono, per ¢ <=0, il fattore (z,, 2, ..

che, a sua volta, & ugnale ad a?(¢, ¢ ...

e
+dyg

€1 wue Gip wv Cip vue Gin oo €gN) sono nulli. Avremo, dunque

e quindi, in fine

(19" ./,_/jg‘...r;:‘—*‘—"J':.l:....l;'.,v'\...L‘,,»N,
(6185 o0 (€,

L'altro modo di procedere consiste nel ricavare dalle (1) i valori delle

y ey @p per mezzo delle @i, @y, ..., 2}, e poi di moltiplicarli fra loro.
Considerando la 4™ delle (1) si ha, tenendo presente la Ams delle (3).

= (—1)%(e1 €5 ... €M) 25 ¢

= (—1)%(e, 63 ... es M) } Z(—1)°~i( K€y o Ciwn €gN) €; 4
+(—=1)7(es ez ... eaN) @ §

= (6162...6aM) (¢, s ... ¢, N) z per essere nulli 1 numeri
(zx €, ... €, ... e5N).

Se ne ricava

e uindi

Ora, per la (2) confrontata con le (1

) quando al posto delle 2 si serivano
le 2" ed al posto di M si seriva N, é

Ly €y €o e TN ¥ et [ 3
[ e e wbe ' N=(ey0,... ¢

dunque ecc.



