s
REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

SEHER TS F ISR S8 G o] SlEaTN [ DA

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

VOLUME XVIII.

2" SEMESTRE

ROMA

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEl! LINCEI

PROPRIETA DEL CAV. V. SALVIUCC

1909




—H20 —

Meccanica. — Azione esercitata da una massa /u////]/«/ n
moto sopra un corpo fisso. Nota I del Corrispondente E. ALMANSI.

Matematica. — FAunzioni rappresentabili con la formula in-
teqrale di Fourier. Nota di Gruprrra Graziani, presentata dal
Corrispondente A. D1 LEGGE.

MeCGﬂniUl. — Sur le ‘/;/'/)"‘;//"//i/’ des vibrations transversales
des verges élastiques. Nota di N. KrRYLOFF (ingénieur des mines),
presentata dal Socio U. DinI.

Fisica matematica
elettroni. Nota del dott. L. Sinra, presentata dal Socio VOLTERRA

—_ .\'/r/u’// un ///’U’.//(’/wl di dinamica //1'///r

Le Note precedenti saranno pubblicate nel prossimo fascicolo.

Matematica. — Sz /.//7{/’.///‘//:/./1//" di aleune /'////‘/;/,,,/, alle
derivate //«1/“‘/«///' mediante /'///):/u/// di Bessel. Nota di FiLipro
Sierrant, presentata dal Corrisp. C. ARzELA.

1. Ricordato che l'equazione '\3 :* + z2=0 ammette per integrale

Y 2y ¢
particolare, assumente il valore 1 sopra gli assi, una funzione di Bessel di
prima specie e di ordine 0, stabilisco una formula che da 1'integrale gene-

rale dell'equazione —— —A(x) B(y) s=C(2,y). conosciuto che sia un con-
2T Y :

veniente integrale particolare dell’'equazione priva di secondo membro, che
@ ancora una funzione di Bessel.
Pure per mezzo delle funzioni di Bessel trovo 1'integrale dell’equazione
< s s - s P i
alle derivate parziali lineare a coefficienti costanti SN gy ———=0 che
= A" !
‘.’mT ; S
si riduce, esso e le derivate ———— ad assegnate costanti sulle rette 2=,
2" "

y=7@: stabilisco poi una formula che fornisce 1" integrale generale dell'equa-

; ! PR . S 3 )tury
zione > a i K(z,y) soddisfacente alle solite condizioni di Cauchy,
= 2" Y =
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uando si sia trovato un integrale particolare dell’equazione precedente, che
quando si sia : g )

prende convenienti valori sulle rette 2 =« , y = @, insieme colle derivate

ella forma ’1

mmette come integrale particolare, che sugli as

prende il valore 1, la fun-
zione di Bessel di prima specie e di ordine zero J(27 "./)- essendo

JOR) => (—1)"s—;
deny & L
epperd J©(2§/(z—a) (y—8)) &1 integrale della (1) che assume il valore 1

sulle rette 2=,y =273.

Si abbia 1'equazione

) B(y) s =C(z, »)

in cui si suppongono A ,B,C funzioni continue, e si voglia la soluzione

che per z =, si riduce a ¢(y) e per y=y, a Yz), supposto ¢ (y,) —

) et |

Clz, - A(z) B(y) [o(y) + v(z) — 2,] = G(z . 9)

\v:wl‘m‘/' one aivi

(4)

+A(z) B(y) u = G(z, »)
d Y

della quale basta trovare la soluzione che annulla per 2 =

"
Se fosse G(z,7)=0, I"unica soluzione della

- A(z) B(y)u=0

che si annulla 2 per y=y, é u=0, onde
Ma della (4') ei interes

il valore 1 per 2 =« e

supporremo G(z,y) == 0.
1, pel seguito, trovare la sol

uzione che prende

per y=g. Se si osserva che

() . wq(y) o
]‘—' Q‘):‘-""(‘_’]uly)

- wa(y)) wi (). wiy)
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& chiaro che la cercata funzione &

oo (o [ e e [ ')

Orbene la soluzione della (4) annullantesi per ==, e per y =y, &
data da

3) u(z,y)= | «/u( F:(«,;}).J“"(zl: ‘ “A(z) dz - :'11(,,>,/1,]3)[/5

come ora proveremo.

A quest’ uopo si osservi che se si ha la funzione

viz,y)= | de ‘ Gle, B) 6(x Jy,a,p)dp

ove 6(x,y,«,p) ¢ funzione continua rispetto ai quattro argomenti che con-
tiene, si ha applicando la derivazione sotto il segno

P & %0 (E2~ Wz, y,e,y)
— = . de ‘ Gle ) = + . Gle,y) L Y5 .G, da -+
22 Y ST QL T L !
6 = :
(6) "y Nz Y B) st
Gz, B) A dB 4Gl , ) 00z, Y25
f P T / /)
Jy pUj -
formula che si riduce a
220 ‘a (" %0
5! —_— = dee Gle, f) — 1+ G(z,
(6") % 0 ' l(‘, T(e 1;;1‘/ 5 - G(z, )

se si ammette che 6 prenda il valore 1 quando z =« per qualsivoglia y,
e quando y =@ per qualsivoglia .

La funzione J' “(;’ [‘ A(z) de . . B(y) f/«/] : ) si comporta come la 6,
sia per la continuitd, che per i valori che essa assume per z=a € el
y=pg; di pit soddisfa alla (4') onde

J“i; A I =
== A(z) B(y) u=G(z,
Y SF ) B(y) 1z, y)
come si doveva provare; d'altra parte poi u si annulla per &=z, e per
b =0
3. Si abbia 1l'equazione
8

~ £ 4 2oy 08 . y Y
(7) -5‘!' j_;/ + A(y) T =+ B(#) Y] + C(z,y) s+ D(@,y) =0

ove si suppone
(8) O(z, y) = Aly) B(z) + H(z) K(y).




Se si pone

g = ¢ L, y)
[Ady+[E
si sostituisce in (7) e si moltiplica per ¢ , la (7) stessa diviene,
tenendo conto della (8),
Sor [Ady+ (B
)" > -
—— L H(z) K(y) § ¢ D(z,y)=0
Qe dy !

che & del tipo (4)

Sia data 1'equazione

VB(#) 24+ C(z . 9y)2"= 0

sostituendo nella (9) nella quale si e diviso per 27, si ha

)B(y) (1 —2) 4 Clz,y) =0

che é della forma (4).

4. Sia data l'equazione, a coefficienti costanti

\2(n—1) 5 \2(n—2
J 3 . p) z
A=

P .
" Y™ LY

4+ a. s =H(z,y)

che soddisfa all condizioni

A"k
(UF_ ) = Yplx) (£=1,2,..,n)

supposto

1= y ==t 2 7
¥ "’tw—n_"’,‘ Nazo) (/ 1,2, ’)
k=1,2 7

Colla sostituzione

=0

=1 "
s=u+ > [']:ﬂ‘.’/’ L




la (10) diviene

=ty
| —— 'd "
Tl ey + -+ au=K(z,y)

e la u deve soddisfare alle condizioni

‘ AU U
(13) ().,y_}““—;u . (—) ”=u (r=0,1,...,n—1).

A’

Risolviamo prima il problema di determinare la soluzione dell'equazione

2"y 2=y, Y-y,
(14 —_— a -+ P =
B e R =
soddisfacente alle condizioni
1 e IR, 1
(15 == M,, (mi=101; 142, & —
) 2™ ) m ~ 1)

per z =@ e per y =g, i M, essendo numeri prefissati (*).
E facile veriticare che J®(21/6(x — «) (y — 8)) soddisfa all'equazione
(14) se 6 soddisfa all’'equazione

(16) (—=1)"6" 4 (— 1), 0" 4 - — @y 0 + 0, = 0.

Supposte le radici 6, tutte diverse, la funzione > A, u, ove si pone

Uy =JO(21/6,(x — ) (y — B))

soddisfa alla (14) e poiche

¥ty ) AUy
L=t S (B 0ss Uy — (—1)8
(3' W) et ( prt ),/*) 8 | 1)e,
soddisferd anche alle condizioni (15) se 1 nnmeri A, sono scelti in modo
da soddisfare al sistema normale
(17) A,65 + As63 - 1 4,05, = (— 1)*M (s=0,1,..,—1).

Se 1'equazione (16) ha radici multiple, il sistema (17) non & normale
ed allora bisogna procedere in altro modo.

Sia 6, =60,=-=0, ¢ 6,546, per » > p. Intanto si ha identica-
mente
3y =11y Y2n=2)y 4
Ty, el 4 . ST I
(18) " " +a Sy Ly - anu = F(6) u

(1) B ovvio osservare che non sono le solite condizioni di Cauchy.
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¢ indicando con F(8) il primo

wvendo posto =JO2{0(z —a)(y— F))

membro della (16).

# una volta, poi una seconda volta e
e si ottengono p — 1 equazioni che sono
di multiplicita p della (16), giacche

erivate successive che

mente la F e le
elle radici multiple. Cid fa vedere che

sarann

saranno soluzioni della (14) le p funzioni

del caso precedente. Allora se si prendono
ale (!

egativo dev’essere rimpiazzato dallo zero e
di ~ fa decrescenti a cominciare da s,

14) che soddisfa alle condizioni (15).

2y Usy ey Uy POSSONO esprimersi
essel di ordine superiore allo zero dell'arcomento

21/6,(x — @) (» — f), mediante le formule note della teoria delle funzioni

Az . [Jn=D(g) — Jin+ )‘:)j per # ‘),n_
Si sia ora determinata la soluzione U((z — &) (¥ — 8)) di (14) soddi-

sfacente alle condizioni

~mg Y n—DT]

(20) —_—=0(m=0,1,...,2—2) : ~EL =1
™ Y "=t -l

per 2=« e per y = L. Allora e

(21) e le | Kla.B) Ullz — a )y — B)) dB

ondizioni ai limiti (13)

L lita del s A 2 dallo sviluppo del determinante dei coefficienti

uello di Wandermonde: Atti del
1905,

dicembre




Per veder

cid, basta osservare che per le formule (6) e (20) si ha
).‘\N %y, 2 > N2 (1 k L'
T"Vrs;/"i’/‘:A‘,‘ ,/a..’ L\(l(.:‘lqu’(j’ (=20 s aat)

L A - ‘ de ‘ ‘l\-va,‘.‘)\ ST

e sostituire nella (12).

5. B facile vedere che il sistema

%% i
2 b 418 trads o a3
T Y o ‘

(22) = (Bs Wuh (6=l sl R smt)
si pud ricondurre a successive integrazioni di equazioni del tipo (12).

Anche sistemi di ordine piu elevato possono, con opportune sostituzioni,
trasformarsi in sistemi del secondo ordine di un maggior numero di equa-
zioni del tipo (22); epperd essi pure saranno integrabili per mezzo delle
funzioni di Bessel.

6. Diamo alecune relazioni funzionali a eui soddisfa la funzione J(u)
deducendole da risultati ottenuti nei paragrafi precedenti.

Se & data 1'equazione

Pie

2 Y

(23)

~+ zyz +sen(x.y) =0
1'integrale che assume sugli assi il valore 1 e, giusta la formula (5)

1=1— ‘ de | [af —+ sen(a. )] IO/ (2 — a®) (2 — B?)) dp.
0 ~0
Ma, d'altra parte, soddisfa all'equazione anche la funzione cos(z.y) ed essa
pure si riduce ad 1 sugli assi, onde possiamo asserire che
- . aipegusiviib alide

cos(z.y)=1— | de | [af + sen(e. 8)JJO({/ (2 — &®) (> — R?)) g
Jo 0 .
poiché unica & la soluzione della (23) che assume sugli assi valori prefissati.

Q”Ujm relazione pud anche essere scritta :

e (Y senf (a
cos(z.y)=J@.¥)— | udu | i AL

0 1 (2

Con procedimento analogo si trova:

Jo i/

3 v ¢os 1/(a® — &) () — 0°)
son(z.y)= | wdu| t— ) (9 —vY) g

pra— J"“([,:‘]/) + (‘"JU//( (~]
o o 1/
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