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2. Con considerazione analoga a quella del n. 5 della Nota 22 si trova,
come estensione del precedente teorema, quest'altro: Se (< 7) épersuperficie
F.,F.,.., B, si seqgano in una ®p_p qualsiasi e per ciascuna Sud parte
irriducibile, che sia (8, 82...,Sn¢), esistono ipersuperficie B A, .. Ay,

delle ///////( B non contenga v////;//// parte, cos? che la ///r'/'v\'//m»//[p,
(3) BF 4 A F, + + A F,=0
abbia la parte stessa multipla secondo il numero

Ay i 1l

(4) 0 — S; Sg «n- Sp

F appartient al modulo (F; Fs ... Fp).
3. Infine si pud trarre dai due teoremi precedenti il segnente: Se i(=r)

F), si seqano in una @,y qualsiasi e per ciase:

ipersuperficie B, Fa. ...,

che sia (s . 8, @), esistono iper-

parte irriducibile (o punto se 7 A
superficie B,A,,.../ Ay, delle ,/m/'/ B won contenga quella parte, cosi che

la ipersuperfic ie (3) passi comunque per la parte stessa, Fe appartiene al
modulo (F, Fs...F,), essendo o non minore del massimo dei numeri (4).

Infatti, elevando ciascuna (3) alla potenza ¢, si hanno evidentemente

per F° le ipotesi dei teoremi dei n. 1, 2.

Matematica. — Sull’ inteqrazione dell’ equazione A*
per le aree pianc. Nota del Corrispondente G. LAURICELLA.

Nella mia comunicazione al 1V Congresso internazionale dei Matematici
(Roma, 6-11 aprile 1908) indicavo un metodo atto a integrare l'equazione
A4*TU =0, per dati valori al contorno di U e delle sue derivate normali
dei primi 7 — 1 ordini, ed equazioni ancora pin generali. Ivi limitavo i
miei calcoli, per dimostrare il teorema di esistenza, al caso di 7=23 e delle
al caso di 7 gualsiasi e di un

tre dimensioni; perd essi possono estenders
numero qualunque di dimensioni. Il detto metodo & la generalizzazione di
quello che avevo dato circa un anno prima per il caso di ¢=2 e delle
tre dimensioni (*).

Ancora prima della pubblicazione di questo caso, ero In possesso, per
—2 ¢ por le due dimensioni, di un metodo del tutto diverso e piu diretto,
pubblicato ora mel vol. 32 degli Acta Mathematica (?). Questo metodo, che
caratterizza il caso delle dwe dimensioni e che suggerisce 1'estensione di

wione dell'equazione 4*V =0 Rend. Ace. Lincei, vol. XVI, 27 sem

(*) Sur lintégration de l'équation relative a l'équilibre des plaques élastijues en-
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concetti notorii nella teoria delle funzioni armoniche sul piano ('), si gene-
ralizza al caso di 7 qualsiasi.

Mi limito qui a comunicare i punti essenziali di tale generalizzazione
riserbandomi di svilupparne i dettagli in una prossima Memoria.

TEOREMI DI TRASFORMAZION

1. Sia C una linea piana chiusa, la quale non si intersechi. Riferiamo
i punti di C ad un sistema di assi cartesiani ortogonali z ,7; ed indichiamo
con o l'area piana finita limitata da C, con ¢' l'area piana infinita pure
limitata da C, con s l'arco variabile della curva C, contato a partire da
un punto fisso arbitrario, e con % la normale nei punti di C. In ogni punto
di C possiamo fissare la direzione positiva della normuale # e la direzione

positiva della tangente in modo che, posto:
( @y
W= oS ny =
& oy
risulti
74 oy -
(1) COS ST = =n oSSy =" = —4.
as L = as

Introdotte le notazioni:

dn

e s S e A

si ha per una funzione qualsiasi U(z,y) che 7 valori nei punti di C di
A=t =210 ]
8L possono esSprimere linearimente ed omoge-
Y Y
-0 di=% [dU 4T
neamente per meszo . i 7 AT (,; : ) o
2. Date ad arbitrio 7 funzioni dei punti di ( a,(8) , cf a(s),
dl A= z
e posto: U = a,(s) ot (8) 4 siv s «;(s), si indichino rispettiva-
v dn ( g
mente con «,(s), @(8), ..., @i($) 1 punfi di C di
] U [
oL QLT /
') Simile osservazione pud far neora per e yni pitt generali. Cfr. ad es. Lau-
ricella, Sull uaz i Irmasi 1e e elastich ilindriche, § 5, Rend

\ce. Lincei,



e
Sia U,(z,y) integrale delle equazioni:

‘(nwi punti di o o di ¢') 4*U, =0,
(2) 17 Si—1 7T 11T
[ (nei punti di C) 2 l_H = a,(s) , #:;/,(x) LT U,

R = a;($).
9L oL Y Rl A

Se P(z,y) & un polinomio qualsiasi di grado / — 2 in «,y, 1'espres-
sione :

Uz, 9)=Ui(z,y)+ Pz, y)

sara pure un integrale delle equazioni (2); e si dimostra che si pud deter-

minare il polinomio Pz ,y) in modo che nei punti di C risulti:

U — au’ ) asiul
= ,($) , e (S)ly:en 5 Tt o(s).

Quindi '/ategrasione delle equazions:

| (nei punti di o o di 0') 4*U=0,
(2) : o e dU (
| (nei punti di C) U=a,(s),— = a«s($), .-,
wn

st puo fare dipendere dall’integraszione delle equazioni (2).

3. Posto:

risultera dalle (2):

©
B < Ben, g Dl 4D B
= dy DY da Y 1
(A) 2o
= (4) 1260 — ()
S
(nei punti di C) %, = a,(s), s = as(8) y «. , i = () .

Le equazioni (3), nel caso dell’area finita o, danno come conseguenza
i(z—1) ]
le —~— condizioni:

y :
(5) ‘ :/I, cos' sz -+ ( 1 ) @pyy COS™' S . COS SY _‘r . + @yt COS' SY : ds =0,

(li=15:0288 warsiti—r15 s 0= 5 Al enssyibic=al)




le quali sono necessarie e sufficienti per la monodromia della funzione U,

e delle sue derivate dei primi 7 — 2 ordini.
Sussiste il secuente teorema: ['inteqrazion quasto (2) sz puon
conau Inteqrazione delle equasiont (A), piceversa.

TEOREMI DI UNICITA

{, Post
L (
0, = =
o )
risulta dalle (3)
H H
Introduciamo le 7 — 1 funzic v, -1 (') determinate dalle
equa
] f YVi— P
(6) — 1 == 1) (—1) — )
=0 2 - 1)
le qua come S1 pud provare / Sistema complelamente
I 1
7 Dalle (3) dalle (6) ult

oY
- ]J'( ”) — = — ()
! —2 da
Da queste equazioni, introducendo convenienti coefficienti costanti 3, ..
e facendo percorrere all' indice tutti 1 numeri dispari non superiorlt ad ;
all’ indi utti 1 numeri pari non superiori ad si ottiene, jnediante

opportune integrazionl pei [!HI\

™ 0 |’|7;_u XA St [

s
|
|

1
+
4
|
|
b4
—
it o
Q

me armonica coniugata



dove:
(8) X, ‘*1)””; , oy ;~(/—’\(’_“*’[/’z'_L
(i =i )\ — 1
2 (1 —2 ~
)it COS 7Y .\1 9 ‘; Vi—t+1 COS //'r: .

intendendo di prendere il segno -}~ e di estendere il sommatorio 2, a tutti
i numeri pari non superiori ad 7 per ¢ dispari, di prendere il segno — e
di estendere il detto sommatorio a tutti i numeri dispari non superiori ad ;
per ¢ pari.

Una formola (7)" perfettamente analoga alla (7) si ha per l'area in-
finita o".

5. Si consideri il sistema (B) di equazioni formato dalle (3
dalle altre:

(4) e

—
M

9)

M

e si ponga:

> dispari,

(0serts

Br,
- s & pari,
u, -1 g y
r T Pris+
— 1)
(10)

i(i 1)

nelle quali le as, rappresentano - coefficienti arbitrari, danno il

1

5
sistema pin generale di integrali del sistema (B)-
6. Nel caso particolare in cui le 2, , %e , .., % SONO costanti, le equazioni

(6) si inteorano facilmente e le espressioni X, assumono una forma parti-

7 i(i—1) g
colare X|”, contenente — costanti arbitrarie.

Cid premesso, si hanno i seguenti teoremi di unicita:
@) S Uy o Usg o oen

i sono integrali delle equazioni (3), (4) nel campo

finito o tali che a\(s) = as(s) = = a;(s) =0, si avra:

(nei punti di o) Uy o ths e =i =03

Renpicontr. 1009, Vol. XVIII, 2° sem. 2




B) S€ Uy \Us -y Ui SORO un Sistema di integrali de le equazioni (3),

(4) nel campo o, tale che

avere la forma (10);

Y) Se Uy, Us .., Ui SORO integrali d le equazioni (3), (4) nel campo

infinito o', tali che a\(s)=as(s)="+=ai(5)=0, ¢ s¢ a distansa infi-
mta § wnullano in modo che sia 102 1¢ L essi la formola (7)',
Wwra
(nei punti di ¢) / b = =i =0}
9) S& Uy Uy e Ui S tegrali delle equasioni (3), (4) nel campo
nfinito @ 1 - X, — - X 0, ¢ v distanza infinita i
Inn /¢ 0 ar

(nel l'll‘lll 11 0) Uy = Uy =+ = =10

STUDIO DI FUNZIONI SPECIALI.

considerati come funzioni di & . formano istemi di integrali delle equa-
zioni (3), (4). Gli integrali delle corrispondenti equazioni (6) si calcolano

razionl notorie, s1 trova:

facilmente; e con consid
(11) | uny ds =2nBux » 7Brx , 0,

secondo che il punto (£,7) appartiene all'area finita &, al contorno C, o

all'area infivita o'.

Sussiste poi la formola

s ¢
B & (1) Braer 57 (L) Bukeics E71 - B 1 =
1 o {5 L ¥ 1) Phiist=r 87 = Bhx+t 7
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ESTENSIONE DEI DOPPi STRATI.

8. Supponiamo che la linea chiusa C sia tale che si possa fissare un
limite superiore del numero dei punti in cui essa é tagliata da una retta
qualsiasi del suo piano. Siano @,(s), ¢2(8) , ..., ¢i(s) funzioni finite e con-
tinue arbitrarie dei punti di C, si

5o un punto generico di C con tangente
determinata. Indichiamo con p o con p' il punto (£,7%), secondo che appar-
tiene a ¢ 0 a ¢'; ed indichiamo ancora con (s, s,) ¢id che diviene uy, quando

il punto (z,y)==s varia su C e il punto (§,7) coincide con s,=(&', 1)
Cid premesso, sussistono, come estensione della nota formola di discontinuita

di doppio strato, le seguenti formole:

: 1 ]
(13) lim ‘ > e gils) ds = | >, upe(s.so) @ils)d
7 Je T T
S e 5 W
(14) lim | U @i(s) ds = — Breis) = | D, unis,80) gils)ds
pi—5, 7T JC T ) 19
Dalle (12), (13) segue:
| oot o=
12) Lt SR
(12) (\\\,__(\]),/ (s, $) y -+t ds
(h=1,2,..,72; t=0,1,..,0—1;k=1,2,..,1—1
9. Le 7 funzioni:
e
(15) @5, n) | >, une guls) ds
e .

formano un sistema di integrali delle equazioni (3), (4); e come estension
del noto teorema di continuita della derivata normale di doppio strato, si

ha che le espressioni X, relative alle @y

1) hanno valor: uguali da

due bande della linea C; e precisamente, supposto che le coordinate d

punti di C, considerate come funsiont i $, stano finite e continue vnsien
alle loro derivate dei due primi ordini, e che le ///,/:/'uu/’ @i(s) abbiai
le derivate del primo ordine finile e continue in tutto C, indicando con 7,

la normale alla linea C nel punto avbitrario s,, con X, 1'espressione X,

relativa alle @,(&,7), costruita nel punto p dell’area o rispetto alla dire-
zione 7., con X, la medesima espressione costruita nel punto 2" dell'area

infinita o’. si ha che se esiste uno deg due limiti lim X, lim \ esistera

anche Ualtro. e tutti e due saranno uguali.




ESTENSIONE DEGLI STRATI SEMPLICIL

10. Indichiamo con (&, #n) un punto qualsiasi del piano della linea Cj;

l

e poniamo:

d D R} R
— = CO0S 7, - COS 743 ,
dig I3 NS
+k=2 § log
_(7 g

Le funzioni wj; godono di proprietd analoghe alle ;. In parlicolare
oli 7 sistemi:
Dht s Whia s wes s Wit s (=1 125 s )
considerati come funzioni di &, %, formano 7 sistemi di integrali delle equa-
zioni (3), (4).

Introducendo lespressione wyj.(s,s,) analoga alla u;.(s, s,), si ha,

come estensione del noto teorema di discontinuitd delle derivate normali di

strato semplice, che se le coordinate dei punti di C hanno le derivate
Yi(8), Pa(s), e, YilS)
sono i funzioni finite e continue dei punti di C, sussistono le sequenti

/’w‘//’rr"
1 ¢

(16) lim— | >, wp Wils) ds = —
= ¢

dei du primi ordin ,/ﬂ‘u {to ad s finite e contlinu

1
1 o,
- . | _\_[ W (S, o) Wils) ds ,
= 1 ;
17 lim VS wne wi(s) ds =
. 7T c i &
1 ;
4= | >, w! (s, 8) wis)ds.
Vot At :
1
11. Le funzioni uy, , wne , ... , wp sono integrali delle equazioni (3), (4)

anche considerate come funzioni

i z,y; alloia, in forza delle condizioni
(5) a cui debbono necessariamente soddisfare queste funzioni, guando il
punto (z,y) varia in o, mentre il punto (£,%) & nell'area o', e in virtd
della (17), risulta:

€08 Sy -F -

Bns 008’ 532 - [l) Bra COS-!

t
-—(/ i l)“,',:‘_l 08 84 . €08 Sy —F v+ COS' Sy

8 Lo /
(18) L e 2 FJ'—(/I
\

+ e 4w ?_‘(.\,_\“)ma"j\“:/t//,\'—t().

) w, -, (8,8,)cos'="' sz .cos sy -+



Osserviamo ancora la formola:

(19) W (81480) = (8o »3)»

RISOLUZIONE DFL PROBLEMA INTERNO.

12. Si considerino le equazioni integrali:

i
> . (5,8 -(8) ds
7 “ ix s s So) @=(8) ds 4

(20) \ as,) = _\_-,'7I - 9=(s0) +
' (1="T1,2 s t)

Il determinante delle Bi.- € diverso da zero:; sicché 1 sistemi (20),
(21), (21)" equivalgono a sisteml di equazioni integrali di specie; e per
applicare i noti teoremi di Fredholm.

conseguenza possiamo ad essi
ha che il sistema (21)" ammette le se-

In virtu delle (18), (19) si
i(z — 1)

guenti soluzioni linearmente indipendenti:

=1(8) =10 3¢ ¥rn(S) = cos! sz,

xna() =0, ..

/
i ) = ( I ) oS! S22 . COS SY 4 «- s Xhn+t\S) = COS" SY,

i (8)iE=101, %5 idn (8) =03

Xh.h+

. 3 12 ) S
quindi le equazioni integrali (21) ammetteranno almeno ———— soluzioni
linearmente indipendenti. Ora si pud dimostrare, usando convenientemente
dei teoremi «), 0) al § 6, che qualunque altra soluzione delle equazioni

integrali (21) & sempre ugua
i(i—1) s et
—' soluzioni; quindi il sistema (21)" ammette

le ad una funzione lineare, omogenea ed a coeffi-

cienti costanti di queste =
i(i—1) _— g R P S
soluzioni scritte sopra; e per conseguenza, in Virtl di un

solo le =

noto teorema di Fredholm. condizione necessaria ¢ sufficiente affinche il




sistema (20) ammella u soluzione é ¢ le funsioni a,(s) soddisfaeciano

alle relazioni :

© V. Ghasls) (©) cost=7 52 eosT 5y ds =0 .
5) e \z/
[E=1,2,0,i—1; h=1,8, 0t —1)

Ora queste condizioni sono necessarie, se si vuole che le a(s) rappre-
sentino i valori nei punti di C di un sistema di integrali delle equazioni
(3), (4), considerate nell’area finita o. Se 1 supponiamo soddisfatte, il si-

stema (20) ammetterd certamente \

na soluzione; ed é facile dimostrare, in
virtu della (13), che le 7 funzion @&, ), ottenute dalle (15) col mettere

al posto dell

@u(s) questa soluzione, risolvono il tema d equazioni (A)

per U'area finila o, ossia risolvono il prol nit

“b"!l/!‘n\'\ DEL PROBLEMA ESTERNO.

13. Consideriamo le equazioni:

|
(23) 0=——> _Br(s))+— | S _u( ) Wa(s) ds,
ra . 22
e
0=— - Bz 1=(50) + | \,//,l ) %=(8) ds
2 = DAY

Anche a queste equazioni sono applicabili i risultati di Fredholm.

Intanto, in forza delle (12), si ha che il sistema (&

ammette le
(241 . .
— soluzioni linearmente indipendenti:

e si pud dimostrare che qualunque soluzione .del sistema (¢

¢ sempre
uguale ad una funzione lineare omogenea ed a coefficienti costanti di (ueste
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t(i41)

L By s | S (7 1)

- soluzioni; sicché il sistema (23) ammettera solo — —— Solu-
zioni linearmente indipendenti 2P0 (s) , 28 (5) 5 oo , 2P0 (5). Allora condizione
necessaria e Sufficiente affinche il sistema (22) ammelta una soluzione ¢

- - i(i41)
che le funzioni as) soddisfacciano alle ! relazioni :

9

(24) | ‘7_,/7;\)/; M) ds =0.
VL v i "

Supposte soddisfatte queste relazioni, il sistema (22) ammetterd una
soluzione, e le ; funzioni ID,A\E./I)_ ottenute dalle (15) col porre al posto
delle ¢(s) questa soluzione, risolveranno il sistema di equazioni (A) per
larea wnfinita o'.

: g ; . i(i41)

14. Se le a(s) non soddisfano alle (24), si determinino J—

9

co-

stanti @, in modo che, come si pud sempre fare, le espressioni:

u.;‘,lx) = ap(s) — 2T ot B ()

soddisfacciano alle (24). Come al § precedente si avrd un sistema di inte-

grali @,(&, %) delle equazioni (3), (4) nell'area infinita o', il quale nei

punti di C coinciderd col sistema delle funzioni ay(s): dimodoché i/ sistema
dz funzioni:

D&, )+ D au(E ,n)
/

risolvera wn ogni caso il sistema di equaziont (A) per larea infinita o'.

Matematica. — Sull’equazione inteqrale di 1° specie. Nota

1

del Corrispondente G. LAURICELLA.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.




