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d*y . -
2¢ ordre: = kg(z) y, ol
da .

les solutions de 1'équation différentielle du
de plus @i(2)z—a = 0.

La généralisation de la méthode de M. Picard, basée sur un théoréme
de convergence de M. Schmidt, peut se faire comme il suit:

D'apres Schmidt on a la série absolument et uniformément convergente:
(2) S | @) dz | w(z) @.(z) da

0sim==1

ol W(xz) est continue et i D, () Pp(x) die = I |
. 8l M == .
Posons ici

gn(2) = | @,(2)dz; c.a d. g (z) = Qu(z) et Y(z)=["(x).

Alors (2) s'éerit:

(3) > gn@) | [(x) @lf(x) da .

Je dis que (3) réprésente /'(x) si

sont vérifiés. En effet multiplions les deux parties de (4) par (/”'( r) et in-

es conditions, qui vont étre énoncées

téorons entre a et &:

(4) Fz)— S gux) | /"(x) ¢ll(x) de =F(z).

On obtient:
‘ F(z) ¢ (2) dr= | @) gn (@) dz— > | gn(a) o da | f"(z) ¢l/(z) dz.

Or:

= S
' /(@) gn () de = | ['(x) gn(x) |, — ‘ () go(z) de = —

+ " ; ; ./ a
= SR $m(2) dz 81 f(x) =0 pour o Ak
ef
— lsim=n

(/t(,/\{[',"(,/‘)J,/‘:\(I‘f/‘)(/”l!)‘.ﬁ- | Pn PN dz = e
. : 81 7 7
=aq
car ¢ () =10 pour =z SR

; 1sim=n
Do plus gff = kgn(2) g (2) et | kg(2) 9u(@) gale) = G0 1

comme on le sait (Rg. theése, Davidouglou).




Done on a

". ’F(,/'l @ () de = —

done de 1'égalité:

‘Fl.r ) @) () de =0 (pour 2= 1,2,... ®)

on tire, que F(z)=0, si le systéme g,"(x) est fermé; la possibilité du
développement de f'(2) suivant les ¢;(z) sera donc démontré, moyennant
toutes les conditions mentionnées. On a donc la série:

> gn@) | /(@) 9i() da

dont les termes sont fonctions de 2 finies et intégrables entre « et &, et
qui est uniformement convergente dans 1'intervalle a4 ; alors sa somme, que
nous avons démontrée tout a 1'heure étre /'(z), sera intégrable entre o et &,

et la série

l (@) dz | [(2) @) (z) de = l:/”(‘, ) . ‘/"’(,,-) @) (z) da

2

(car ¢,(2) = 0), sera uniformément convergente entre o et 5 et aura pow

la somme

l (z) do=[(z)

(Dini, Calcolo integrale, pp. 143-145). Done on a le

Théoreme: Toute fonction continue, s'annulant pour z =« et 2 =10,
c. . d. telle que f(z)= /(6) = 0 se développe en série absolument et uni-
formement convergente des fonctions ¢,(z) entre @ et &, pourvu que: 1°) la
1" et la 2° dérivée de /(z) c.a.d. /(=) et /”(x) soient continues; 2°) /()
=f'(b) =0 ainsi que @.(2) = @.(h)=0; ¢,(a) = ¢, (b)=0 quelque
ce soit #; 3°) la suite de ¢)(2) est orthogonale et normale c. a. d.

1sim=n

I ’I—‘“‘ z) ,/""‘(_/)«/.: = 0.si sz:%: 2’

4°) la suite de ¢)’(x) forme un systéme fermé.

Or il est aisé de voir, que les fonctions ¢,(z) intervenants dans le

probléme en question, c. . d. telles que 'L‘"}“)
( ‘/"

= kgn(z) @(x), vérifient

les conditions du théoreme précédent; en effet:
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1°) L'existence éffective des valeurs singuliéres 7, A été établie aux
conditions: gn(a) = g.(h) =0 ; ¢.(a) = ¢,(h)) = 0.

2°) L'intégration par parties donne:
. 9. (z) g(z) de = | @, (z) go(z) dz |, —

— | r['|,-)q',”<,/)r/‘/-=— ¥ (r)r/'”|‘;-|r/y ’+ . g“qurjf‘uwru f—

1sim=n

__I Pu() Pu(z) / ’/(”—”\lm#:

done le 2°) du théoréme précédent est rempli.
3°) En suivant le chemin, tracé par M. Picard (dans le cas de 1'équa-

1%

d%y ! /
tion ——% = /g(2)y), on démontrera, que les conditions
ar* h

.0),

{’1-‘,,)(]'"(.),/‘,:u (n=1,¢

dans le cas de 1'éxistence éffective de la fonction F(z), intégrable entre «
et b (comme elle est dans notre cas cette fonction F(x)), aboutissent & une

contradiction. En effet, on

. F(z) ¢/ (2) de = [l F(x) /11:/ "(2) dz =

\ ' S (R ST
:({‘Iylm) r| g, 1v\’_| ',I.I."/“//\’/!(J]/":
. ‘ W(z) u(z) dz.

Done tout révient a démontver que le systéme de ¢, (z) est fermé; c. a. d.

(5) F(z) @u(x) de =0

pour 2= 1,2..0 entraine F(z)=0.

Supposons le contraire et envisageons 1'équation:

(6) / = ky(z) y + F(z);

alors les conditions (5) entrainent (Davidouglou, 7%ése, pp. 39-40) que l'in-
tégrale y(x) de (6), qui touche OX aux points a et &, n'a pas de poles

d. réprésente une fonction entiére, dont le rayon de convergence est in-

fini; d'antre part on peut étudier le cercle de convergence de
(7) ) = Yo -+ by + - L+ Eyn

: U
par la considération du rapport g .

on U,= Yo(2) yu(z) @(x) dz. La
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présence de F(z) ne modifie pas 1'éssence du raisonnement; on substitue (7)
n obtient

dans (6) et en égalant les coéficients de diverses puissances de 4

———= () = g(x)y
da da
wvee les conditions
i) == {0) =0 I(3) == ( =
Alors la séri
Q)= @(@)yo}yo +ky,+ =1 i 4 Uk
ot toutes les U, sont positives et telles que

di (Davidougloun, Ibid.. pag. 73) —Jb T ou %, = rayon de con-
de (7)
Done on arrive a une contradiction, ear F(x), n'étant pas identiquement
nul, y, n'est pas 0, ainsi que tontes les 7, consécutives. Donc toutes les
U - .

U, sont >0 et les rapports o sont des nombres déterminés; la limite
[ : -

de w——pour 72 = o existe et est > 0. D'autre part, cette limite, étant égale

l'inverse du rayon de convergence de la série (7) (qui est entiere), devrait

étre égale a 0. et cela ne se peut. Donc le théoréme est démontré. La

néthode précédente a 1'avantage d’apres ce qu'il parait, de n'exiger d'autre

restrictions, imposées a la fonction continue, dont il s'agit & développer,

e la continuité de ses deu premiéres derivées ().

qu'il va publier dans le




