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o pilt semplicemente:
D
A %ﬁ gt

essendo :
D =—9 (wl do',

h—e|— [raras+ [(o—QoNas{.

Poniamo R = 6 — Q,. Sara:
(15) A, =e%—£[Q]‘= ds 4+ LRN([O’% :

e per le formule (14), (11) e (2):

11 termine A, dipende dal movimento della massa liquida; e per mo-
vimenti simili & proporzionale al quadrato della velocitd in un punto. Se
infatti moltiplichiamo #, v, per una costante ¢, [Q]* risulta moltiplicato
per ¢?; N, quindi anche la funzione y, ed R, per ¢; dunque RN per c®.

L'altro termine che figura in A & la derivata, rispetto al tempo, di
una quantitd @ cndipendente dal movimenio della massa liquida.

Matematica. — Sopra aleuni potenziali logaritmici di strato
lineare. Nota del Corrisp. G. LAURICELLA.

Quando si voglia risolvere il problema di Dirichlet mediante uno strato
gemplice, distribuito sul contorno del campo che si considera, una prima
quistione, che si presenta, & di vedere se esistono o no strati semplici aventi
valori nulli nei punti del contorno stesso; ovvero, riferendosi all'equazione
integrale di 1* specie, a cui il problema da luogo, di vedere se il nucleo
(Kern) corrispondente & non chiuso o chiuso. Per i campi a #7e dimensioni
¢ noto che il nucleo & sempre chiuso, ossia che lo strato semplice, avente
valori nulli nei punti del contorno, ha la densitd uguale allo zero. Non
accade lo stesso per il caso delle aree piane. Tl Picard in una recente pub-
blicazione (), limitandosi al caso di un contorno cireolare, ha notato che
per la circonferenza di raggio 1 il nucleo & mon chiuso, mentre per qua-
lunque altra circonferenza il nucleo & sempre chiuso. Nella presenta Nota

() Sur un théoreme général relatif auz équations intégrales de premiere espice
et sur quelques problemes de Physique mathématique, Rendiconti del Circolo matematico
di Palermo, t. XXIX, anno 1910, pp. 77-97.
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dimostro 1'esistenza di infinite linee piane chiuse (che chiamo speciali), per
le quali il nucleo & non chiuso, ossia per ognuna delle quali esiste uno
strato semplice logaritmico avente valori nulli lungo la linea stessa. Allora
si presenta subito la seguente quistione: data una linea piana chiusa. sara
essa speciale o no? Qui do delle condizioni sufficienti perche una linea non
sia speciale, e delle condizioni necessarie (in generale non sufficienti) percheé
una linea sia speciale; e dimostro ancora alcune proprietd delle linee spe-
ciali e non speciali, le quali possono contribuire a risolvere ogni volta la
quistione proposta.
Del problema di Dirichlet mediante uno strato semplice e di altri pro-
blemi, che ad esso si ricollegano, mi occuperd in una prossima comunicazione.
1. Sia C una linea piana chiusa, la quale non si intersechi in alcun
suo punto e per la quale siano soddisfatte le seguenti condizioni:
1°) abbia una tangente determinata in ogni suo punto, variabile con
continuita al variare con continuitd del punto di contatto;
2°) esista un numero fisso positivo « tale che, indicando con /ﬁ T'an-
golo formato dalle normali #,n' in due punti qualsiasi s,s” di C. rivolte

verso l'area piana finita limitata da C, e con 7' il vettore ss’, si abbia:
/\/ |
nn o< ars

Riferiamo i punti del piano C a due assi cartesiani ortogonali z,y;
ed indichiamo con s l'arco della curva C, contato a partire da un suo punto
arbitrario; con o l'area piana finita racchiusa da C; con ¢' l'area piana
infinita limitata pure da C; e con 7 il vettore che congiunge il punto ge-
nerico (§,7) del piano con un punto qualsiasi s=(x,y) di C. Quando
il punto (£,n) & nell'interno dell'area o, sard indicato con P; quando &
nell' interno dell’area of, sard indicato con P’; quando si trova su C, sard
indicato con la corrispondente lunghezza s dell’arco di curva C. In questo
ultimo caso il corrispondente vettore 7, conformemente a quanto fu fatto
sopra, sard indicato con 7'.

Osserviamo che, se si pone:

5
oo 8 =g g
sard _
L
g S
e la funzione a(s,s’) sard sempre finita e, tranne al pitt per s =s', continua.

Cid premesso, indichiamo con »(s) una funzione finita e continua dei

punti di €, e consideriamo lo strato semplice:

V(& )= 2—17;‘£v(s) log 7 ds.
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Posto: [
e DAl
an’ 1,‘:‘5 dn’ °  dn’ _,},13,1, an'’

si ha, come & noto (),

W R R EORCROIS
@ B — — 2 ols) + [ols) (s 5) ds O

Teoremi sulle funzioni armoniche.

2. Diremo che una funzione A(&,%) é armonica in un campo piano
finito o limitato da una o piu linee, il cui complesso indicheremo con C,
se essa @ finita e continua in tutto il campo ¢ (i punti di C inclusi), se
ha le derivate prime finite e continue in tutto il campo o (i punti di C,

o : : S A : : : dA
al piu, esclusi), se esiste ed e finita e continua lungo C 1'espressione T
e se nei punti dell’ interno di ¢ soddisfa all'equazione di Laplace.

Diremo che una funzione A(&,7) & armonica in un campo piano infi-
nito ¢’ limitato da C, se essa, oltre alle condizioni analoghe a quelle poste

per la precedente A(£,7), soddisfa all’altra di annullarsi all'infinito come
1

o - : 1
E_ e le sue derivate prime come —

Come & noto, valgono per la A(%,7) le seguenti formole:
‘ A\ | (2A\Y dA
() Gi E - 2 g G+LEAd‘rLdS 0,
dA
4 — ds =
(4) Jedn B=0,
: A\ | DA\ " dA
o LR 1B un
) A\3F) TS, (20— ) A, ds=0,
4y 24—,
¢ dn

(*) Vedi ad es. per le tre dimensioni Lauricella: Alcune applicazioni della teoria

delle equazioni funzionali alle fisica matematica, Nuovo Cimento. ser. V, vol. XIII,
1907, pp. 1-81.

(®) Le formole (1), (2)
sia per la linea C, che per la funzione v(
logaritmies di strato lineare semplice e doppio,
del Circolo matematico di Palermo,

sono state dimostrate, ponendo condizioni meno restrittive
5) [Vedi G. Pucciano, Studio sui potenziali
e delle loro derivate prime, Rendiconti
t. XXIII, anno 1907, pp. 374-3937].
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Rammentiamo ancora che se B(&, ) & una funzione finita e continua
in tutto il eampo o', la quale ha le derivate prime finite e continue in
tutto il campo o', esclusi al piu i punti di C, nei punti dell’interno di ¢
soddisfa all'equazione di Laplace, ¢ per ¢ abbastanza grande si comporta

: ; . 1 3
come log ¢, mentre le sue derivate prime si comportano come 7 ed inoltre

Sl ABin 2 \ e : ;
¢ tale che 1'espressione = esiste ed & finita e continua lungo C, sussiste
7

la formola :

dA dB

3. Se la funzione armonica A(&,7) del campo ' ha valore costante
tungo C, essa deve essere identicamente nulla in tutto il campo d'.

Infatti dalla (3)" si ha, indicando con H il valore costante di A(&, )
su C,

JAGE) +(Z) e S

e percid, in virtu della (4),

LGl

Di qui, tenuto conto che la A(%,#) si annulla all’infinito, risulta la
proposizione enunciata.

Strato a valore costante lungo C.

4. Si considerino le due seguenti equazioni integrali omogenee:
(6) 0=w,(s") + 2L£w,(s) .as,s)ds ,
(7) 0= o(s)+ Zj; 01(8). @(s',s) ds .

La (6), come & notorio, ammette la soluzione w,(s) = costante; quindi
la (7) ammettera una soluzione almeno v\(s), la quale, IN VIRTU DELLA
PROPRIETA DELLA «(S',S$), sara finita e continua in tutto il campo C.

5. Cid premesso, sia v,(s) una soluzione qualsiasi dell'equazione (7)
e si formi con questa soluzione lo strato semplice:

)

(8) V,(§,7])=2—1;j;vl(s).logr.ds.




Dalle (1), (7) risulta:

dn

quindi o strato V. nei punti di C ha un valore costante.
Dalle (2), (7) si ha poi:
av,

(9) dv = — 1,(8).

Rammentiamo che per ¢ abbastanza grande si ha per uno strato qual-
siasi V,(&,7):

2 ) g & S
(10) V&, m) =loge | vls) ds 4+~ M(& , 1),
av, 1 S S
(11) E=5LEZH(L\) «./v.\-}—gih(s )

dove le funzioni M(§,7),N(E,7) e le loro derivate prime sono finite, con-
tinue ed inferiori in valore assoluto ad una quantitd, che si pud fissare.

Di qui segue che per una soluzione qualsiasi v,(s) dell’equazione in-
tegrale (7) si deve avere:

)\l‘l(SI ds :%: (§ 2

C

Infatti nel caso contrario la V,(£,7) sarebbe una funzione armonica
nel campo ¢’; e quindi, in virth del teorema al § 3, dovrebbe essere iden-
ticamente nulla in questo campo. Allora si avrebbe:

ds

dn

1

= — 7,‘1(5) =0

lungo la linea C, contro 1"ipotesi.

6. Siano v,(s), va(s) due soluzioni qualsiasi dell'equazione integrale (7).
In virth della proposizione teste dimostrata, si dovra avere:

M, = [Uﬂé‘)ds#() s My — (7)2(3)(/3:*:0,

Ora si determini una costante 4 in modo che sia:

M, — oM, =0;
e s8i consideri la funzione:

v3(8) = v4(s) — bw,(s).
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Bssa sard una soluzione dell’equazione integrale (7); e poiché:

ng(s) il £ 0a(s) — Boa(s) ! ds — O,

cosi dovra aversi lungo C:

ossia :
5(8) = bvi(s).

Di qui segue, come complemento al risultato stabilito mel § 4, che
Vequazione integrale (7) wmmette una sola soluzione, determinate o meno
di un coefficiente costante (*).

7. Per fissare le idee, si determini »,(s) in modo che sia:

fcvl(s) ds > 0.

Tenendo conto della (10) si ha che la corrispondente funzione V,(£.7) prende
il suo minimo valore (costante) su C; quindi sard in un punto generico di C:

1V,
dan

~

I

e in virtu della (9) si avra lungo C:

(12) 0(s

=0.

Di qui risulta, avuto riguardo alla forma (8) dello strato V,(&, %), che
se la curva C ¢ tale che esiste un punto nell’area o, per il quale logr
non muta moi di Segno ¢ mon Si amnulla in tutii ¢ punti nei quali la
v1(s) & diversa da zero, il valore costante di V(& .m) nei punti di C sard
certamente diverso da zero; ed in particolare sara negativo per tuite le
linee C, le quali possono essere contenute in un cerchio di raggio 1, sara
positivo per tutte le linee C, le quali possono abbracciare un cerchio di
raggio 1.

Si ha ancora che condizione necessaria (in generale non sujficiente)
afinche lo strato V(§,n) sia uguale allo sero nei punti di C ¢ che la
linea C sia intersecata da qualunque circonferensa di raggio 1 col ceniro
nell'area o.

() La prima dimostrazione che io detti di questa proposizione nella mia Nota:
Sulla risoluzsione del problema di Dirichlet col metodo di Fredholm e sull'integrasione
delle equazioni dell'equilibrio dei solidi elastici indefiniti, Rendiconti della R. Accad.
dei Lincei, t. XV, ser. 53, anno 1906, pp. 611-619, dipende dal teorema di Liapounoff
sulla continuitd delle derivate normali di doppio strato, e richiede condizioni piu restrit-
tive sulla natura della linea C.

Rewnprcontr. 1910, Vol. XIX, 1° Sem. 34
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Chiameremo linea speciale una linea C, il cui corrispondente strato
V,(&,n) si annulla nei punti di C.

Esistenza di infinite linee speciali.

8. Si consideri una linea C, si dia alla corrispondente funzione v,(s),
soluzione dell’equazione integrale (7), il segno positivo, e si indichi con H
il valore costante che il corrispondente strato V,(¥,n) prende nei punti di C.
Osserviamo che per ¢ abbastanza grande la V,(§,7) avrad valori maggiori
di qualunque numero positivo arbitrariamente dato; sicche, in virtu della
continuitd, dato ad arbitvo un numero H' maggiore di H, esistera nell'area
infinita ¢’ limitata da C un luogo C' di punti (§,%) tali che:

Vl(E ) 7]) =H

Dimostriamo anzitutto che il lwogo C" abbraccia C, ossia che non @
possibile allontanarsi indefinitamente dai punti di C sul piano, senza incon-
trare in qualche punto il luogo C'.

Infatti, congiunto mediante una linea piana qualsiasi 4 un punto ar-
bitrario P di C con un punto qualsiasi P” dell'area ¢, nel quale la funzione
Vi(§,7) abbia un valore H” > H', si ha, in virtd della continuitd, che un
punto almeno di C" deve far parte della linea ..

Da quanto precede risulta intanto che fard certamente parte del luogo C'
una linea I' chiusa, abbracciante C.

Aggiungiamo che nessun altro punto del piano discosto da I' pud far
parte del luogo C'. Infatti nel caso contrario questo punto, secondo che si
troverd nell’interno dell’area finita limitata da C e da ', o mnell interno
dell'area infinita limitata da I, rappresenterd un punto, non facente parte
del contorno, nel quale la funzione V,(&,7) piglia il suo valore massimo
0 minimo. Il che & impossibile.

Per la medesima ragione la linea I' non pud intersecarsi in alcun suo
punto.

Possiamo dunque concludere che luogo C' ¢ formato da una linea
chiusa semplice, che non si interseca in aleun suo punto e che abbraccia
la linea C.

9. Indichiamo con #' la direzione della normale nei punti di C' rivolta
verso l'area finita da essa racchiusa, e con s’ I'arco della curva C’.

. Osserviamo che, essendo i punti di C' discosti da C, le derivate prime
di V,(¢,7) lungo la linea C' saranno finite o continue.

Cid premesso, si consideri un punto (§,7) qualsiasi interno all'area

l?,
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piana finita ¢, limitata da C e da C'. Applicando la formola di Green, si
avra:
Tt = L [ Yo B0y odlogr)
V(8 m) = o ‘)C{logr dn L dn 5d8+
L av, dlogr)
+27’[ C(lo dl‘-vl i’ 5d&
1 d]o r
= znfgloof v(8) - H—"— g ;ds—{-
1 S Vo grdlegr)
0 2 Jo ( G an’ H dn' Sds
e poiche:
f‘dlogrd e dlocrfd,_ P
YicWNdn o dan
risultera, in virtl della (8),
1 r
0=5- fc AR
Posto allora:
o)) dV,

e
si avra che lo strato:

1
[ n(s) log 7 ds'

prende in tutti i punti dell'area finita limitata da C’ (i punti di C" inclusi)
il valore costante H'.
La formola (4), applicata all’area finita oy, ci dara poi:

e [ W
_fc dn d8+k o dn’ ds
ossia:

(18) (v.(ks) ds — I 2l(s') ds' = 0.
JC < C

Si osservi che la differenza V,(&, ) — Vi(&, 5) prende nei punti di €' il
valore zero; inoltre, in virtu delle (10), (11) e della (13), per o abbastanza

2

; 1 J ; 1 il
grande essa si comporta come Z’ e le sue derivate prime come —; sicche,
0

S

in forza del teorema dimostrato al § 3, dovra aversi in tutta Uarea infi-
wita o limitata da C":

Vi(&, ) =Vi&, 7).

10. S¢ consideri una linea chiusa C, qualsiasi, tale che nei suoi
punts non sia V(£ ,n) uguale a costante. Si indichi con V{'(§, %) lo strato
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distribuito lungo la linea C,, avente nei punti di C, stessa un valore co-
! i ¢ g
stante: e si determini la corrispondente densita v{(s,) in modo che sia:
b

(14) fcvl(s) ds =£ v(8,) dsy -

Dimostriamo che non esiste alcuna linea Q. abbracciante le due linee
C,C,, nei punti della quale sia:

V.(&, ) — V(& , ) = costante.

Infatti, in virth della (14), la funzione V,(§,7) — V{(&, 1) é armonica nel
campo infinito ¢” limitato da C'; e quindi dovrebbe aversi in tutto il
campo ¢ (i punti di C' inclusi):

Vi(&, ) — V&, 9) =0.

Ora la funzione V,(§,7)— V{’(£,7), essendo analitica in qualunque
cerchio w avente il centro in un punto qualsiasi di ¢” (in particolare di C')
o tutto discosto da C e da C,, sarebbe uguale allo zero in tutti i punti
di ® e quindi ancora in tutti i puuti dell'interno dell’area infinita ¢”’ limi-
tata da C, o da C e C,, secondo che la C, abbraccia o non abbraccia la
linea C. Allora, in virtu della continuitd, anche nei punti di C, dovrebbe
aversi:

Vi, ) — VO(E ,9) =0,
contrariamente all ipotesi fatta.
11. Da cid che precede risulta ['esistenza di infinite linee speciali
distinte.

Infatti sia C una linea chiusa qualsiasi, contenuta nell' interno di un
cerchio I' di raggio 1, i cui punti siano discosti dalla circonferenza y di T.
Scelta la corrispondente »,(s) positiva, il corrispondente strato semplice loga-
ritmico V,(&,%) avrd su C un valore costante negativo; per cui esisterd una
linea C' abbraceiante C, nei cui punti sar: Vi(§,7)=0 Quindi, in virtu del
teorema dimostrato al § 9, sard C' una linea speciale.

Cid posto, si consideri una nuova linea chiusa C,, contenuta nell in-
terno di I' e discosta da y, e tale inoltre che nei suoi punti non sia:
V(& , ) = costante. Indichiamo con ViP(&,7) lo strato distribuito lungo
la linea C, ed avente un valore costante mei suoi punti. Supposto di avere
scelto il segno positivo per la corrispondente densita v{")(s), avremo che il
valore costante di V{(&,7) nei punti di C, sara negativo; per cui esisterd
una linea C; abbraceiante C,, mei cui punti sard V{’(&,7)=0. Questa
linea C] sard allora una linea speciale, la quale, in virti del teorema di-
mostrato al § precedente, sard distinta da C.

Si consideri ora una linea chiusa C. nell’ interno di I' e discosta da 7,

e tale inoltre che nei punti di essa non sia mne V.(& , ) = costante, né
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V{(&, n) = costante. Esisterda una corrispondente linea speciale (0, distinta
da O’ e da Cj.

Seguitando a ragionare nella medesima maniera, risultera appunto la
esistenza di wna serie infinita C', Ci, Cy, ... di linee speciali tutte distinte,
corrispondenti alla serie indefinita C,C,, G, ... di linee chiuse scelte con
la legge ora indicata.

Proprieta delle linee speciali.

12. In virtu del risultato al § 7 si ha che una linea speciale qualsiasi
non pud abbracciare, nd essere abbracciata da una circonferenza di raggio 1.
Piu in generale qui vogliamo dimostrare che una linea speciale qualsiast
non pud mai abbracciare (o essere abbracciata da) un’altra linea speciale.

Infatti, supponiamo che una linea speciale C' possa essere abbracciata
da un’altra linea speciale C". Si considerino gli strati V'(§,7), V'(§,7),
distribuiti rispettivamente su C’, C” ed aventi rispettivamente su queste
linee valori nulli. Supponiamo determinate le corrispondenti densitd v'(s'),
»”(s"") in modo che sia:

f}v'(s’) ds' -—-—-f”v”(s”) il
C (0)

Allora Lespressione V'(£, 1) — V"(&,7) per ¢ abbastanza grande si compor-
1 . L
tera come — e le sue derivate prime come —; per conseguenza essa Trap-

presenterd mell'area infinita of limitata da C" una funzione armonica. Po-
tremo quindi applicare la formola (5) del § 2, la quale ci dara:

(V" — V") > o N ?
V L V —— V I — ()2
UE"% dn" ( ) dn" ds 0;

e poiché lungo C” si ha:
LV,'
Wi— y G S TN
. dn'" 3 (S )

cosi si dovra avere:
( V.0 .ds"=0.
i

Ora questa uguaglianza & impossibile; perché la »”(s”) nei punti di C”
non & identicamente nulla e mei punti stessi di C” si ha:
Vi 08a0e o

r

=0.

Da questo teorema risulta, come corollario, la seguente proposizione:
una linea C ¢ certamente non speciale, se esiste una linea Speciale che
Pabbraccia o che ¢ da essa abbracciata.
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13. Aggiungiamo ancora il seguente risultato: Se per.una linea q;u(.d-
stasi C mon speciale si sceglie, come si @ sempre fatto, .zl segno posztwo
per la densita vi(s) del corrispondente strato V.(&, ), si ‘ha che 7/ valore
costante di V.(§,7) nei punti di C & positivo o negativo, .secondo che
esiste una linea speciale C' abbracciata da C o che abbraccia C. ‘

Infatti, sia C tale che esista una linea speciale ¢’ da essa abb.racmata.
Se il valore costante della corrispondente V,(&,7) fosse uegati\.ro, ‘e51sterebb’e
una linea speciale C”, la quale dovrebbe abbracciare C e quindi anche C'.
Cid che & impossibile. . . ’

Supponiamo ora che la linea C sia tale che esista una linea speciale C
abbracciante C. Se il valore costante della V,(£,7), corrispondente alla
linea C, fosse positivo, a fortdors dovrebbero essere positivi i valo?i Qi
V.(¢,7) nei punti di C'; ed allora, indicando con V(= ..r/) lo str?to distri-
buito lungo la linea C' ed avente valori nulli nei punti della C s.tessa. e
supposta determinata la corrispondente densitd »°(s) in modo che sia:

[, HEN o = I;z'l(s) ds,

avremo, ragionando come al § precedente, la seguente uguaglianza:

f,V, (s ds" =0,

che e assurda.

Astronomia — Osservazioni astrofisiche e fotografiche della

cometo 1910 a, esequite nel R. Osservatorio di Catanin. Nota del
Corrispondente A. Ricco.

L’Accademia & gia stata informata dal prof. Millosevich della scoperta
e della posizione e corso della cometa, dedotti dalle osservazioni fatte nel
R. Osservatorio al Collegio Romano. Ho l'onore di comunicare all'Acca-
demia una Nota preliminare sulle osservazioni astrofisiche che abbiamo potuto
fare all'Osservatorio di Catania nelle condizioni sfavorevoli causate dal chia-
rore del erepuscolo e poi anche da quello della luna, dalla brevitd dell'in-
tervallo fra il tramonto del sole e quello della cometa, ed inoltre dal tempo
ostinatamente e singolarmente cattivo per Catania.

In seguito sard pubblicato uno studio pit completo delle dette osser-
vazioni e delle fotografie fatte.




