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Matematica. — Alcune proprieta degli inteqrali di certe
classi di equazioni differenziali. Nota di FILIPPO SIBIRANI, pre-
sentata dal Corrispondente ERNESTO PASCAL.

1. In una Nota testé pubblicata in questi Atti (*), il prof. E. Pascal

dy
i Pn(?/)v

ove P,(y) & un polinomio di grado » in y a coefficienti funzioni di z, con-
dotte per i punti aventi la medesima ascissa inviluppano una curva alge-
brica di ordine 7.

Questo risultato si pud riguardare come un caso particolare di una
proposizione assai generale, che qui stabiliremo insieme con altre analoghe
per ¢li integrali di certi sistemi di equazioni.

2. Sia

dimostra che le tangenti alle curve integrali dell’equazione

: dy dry dby  dy\
(1) f(x,z st " k) = O

un'equazione differenziale d'ordine %, ove f si suppone simbolo di funzione
continua in un campo C rispetto a tutti gli argomenti e di piu razionale
dry  dty
n w e ZET con 05p<]€.
Sia data una famiglia di oo”+! curve piane rappresentata dall'equazione

(2) F(XyYsal y A2 g one an-ﬂ.—l) =10

razionale in X, Y e negli » - 1 parametri @, , @, @, ove & 2= %.

Se @y, Yos Yo » o Yo P, YoV L., 4% sono £ valori assegnati ad
arbitrio (purché contenuti nel campo C) si consideri la semplice infinitd I,
di curve integrali di (1) soddisfacenti alle #— 1 condizioni

ar+ly dF—1y
— ey SR D) Y =
= 17 » e o<)°+ . = o(h 1)

" doP+! P dkl T

dy ., @y
Y=Yor gp = Yo o Goppm

per & = X .
Or bene noi mostreremo che
Linviluppo delle curve di (2) osculatrici in x,y, alle curve inte-
grali T, é una curva algebrica.

() E. Pascal, Osservazione su di una proprieta degli integrali di una classe di
equaziont differensiali, Rend. della R. Accad. dei Lincei (5), t. 18, 1909, 2° semestre.
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Colla nota regola di derivazione delle funzioni implicite si dedurrd
dalla (2) derivando n volte
z—Z-—XY’izF;(X,Y,dl,ag,...an_,.l) (i:l’z,_..,z),
ove le T; sono funzioni razionali in X, Y, &, @z, - @usi . Indicheremo con

T o con F; cid che diventano F e F; quando si & posto X=ux,,Y =y,.
Dall’equazione (1) si ottengono mediante 7 — % derivazioni successive

A+, dy d*y iRy : ¢
y=ff(wvy»;é~g;"";197+? ((=1,2,.0—k)),

i
1l ogszival  dbyrabadty oy
ove le f; sono ancora razionali in dap P denoteremo con f; cid che
diventa f; quando si ponga
dy ; ey :
— = e — o = p—1
X x01y yo»dm !/o ) de" ?/0 E)
0+1, k=1,
d g ] ?/ (p+1) d Y = 7. (k=1)
dazel > Ve gt Y0

Infine denotiamo con 7 cid che diviene / quando, oltre alle predette
K, L
sostituzioni, si faccia f‘l—% = Fy.
dx
Cid posto, l'eliminazione degli # -1 parametri @, s, ... an. fra le
-+ 2 equazioni
F(X1Y1al saZ»'"arH-l):O’
T en o T " o T d/]/ =
F=0,F =y :Fa=y", .. Fp =y, 7", ¥y = Z‘;% ) Fprr = 9o+ ..

‘Fk_l = yo(k—l) ) 7= 0 ) 71 = Fk-o—] 3 f—z = Fk+2 g e 7n—k s Fn

porterd ad un’equazione

dry
3 PIX,Y,—= )=
( ) ( ) ? dxp) 0
i ; e, dry )
che per ogni valore ¢ attribuito a T rappresentera la curva di (2) oscu-

latrice alla curva integrale di (1) della varietd I',, corrispondente a % =
aP

La (3) ¢ razionale mei tre argomenti. L’inviluppo delle curve (3) ha
per equazione quella che risulta dalla eliminazione di e fra le due equazioni

W

(X i
(XX () =10 o
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/p . . .
e © poiché essa equazione
sara razionale in X e Y, la proposizione enunciata & dimostrata completa-
mente.

avendo, per comoditd, scritto e in luogo di ary

3. Come caso particolare, si supponga p=0,%=1 e per curve (2)
si prendano le oo rette del piano. Allora 1'equazione (1) sara della forma

(4) >yl oy

r=0 s=r dg;

ove Ay, sono funzioni di # o, in particolare, costanti. Un facile calcolo
mostra che in questo caso la (3) diviene

n n—q

R e L
k=0

q=0 h=0

L' inviluppo T delle tangenti alle curve integrali di (4) nei punti della
retta @ =z, ha per equazione il discriminante della (5) considerata come
equazione algebrica di grado » in y, eguagliato a zero.

Se si osserva che i coefficienti delle potenze di # sono razionali interi
in X e Y di grado » al piu, si vede tosto che 1'inviluppo T & una curva
algebrica di ordine non superiore ad (27— 1). ;

Y

L'ordine di T pud essere inferiore a 7(27z — 1): se la b entra al mas-

simo al grado 7, l'ordine T sara m(2z — 1) al pil, essendo allora i coeffi-
cienti delle potenze di ¢ al piu di grado » in X e Y. Due sottocasi somo
notevoli :

1°. La (4) & della forma
m k n
\_Ak<@—) — > Byyf=0 (m <n).

= dx =0

Se si caleola il discriminante in parola é facile vedere che il suo grado
si riduce a m(n -4 m —1). Basta fare m =1 per avere il caso studiato
dal prof. Pascal.

2°. La (4) é della forma

n dy k m
YA;{(*) — > Byyf=0 (m <n).
k=0 (il' K=0

Allora i coefficienti di 7? nell'equazione, di cui si deve calcolare il
discriminante, sono in X e Y di grado ¢ per 0 =g =<=n—m—1, o sono
di grado » per g >n — m — 1, quindi 'ordine dell’ inviluppo T non supera

b

-

(n—m——1)()z—m)+(m+1)n=7z(‘/z£f—1)+m(m2+1)‘

M ik
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:‘ 1 4. Sia dato un sistema di due equazioni differenziali d'ordine %
) ;
' ‘ dy ds dry d"s)
" B i, o8, it dy L= 0,
'\ f(‘%’y’"’dx’dx" da® da®
Il @ gy ey
[ q)(x’y’z’dm’dw""d‘w"’dac"‘, :

ove le / e @ sono, in un determinato campo C, continue rispetto a tutti gli

e e by s - ' ¥
argomenti e razionali in 2t ' dat’ delle quali non pud mancare la stessa

-

in entrambe le equazioni, e razionali pure in una derivata d'ordine inferiore

an a k, ad es. in :
b | 2 dax?

Sia data una varietd di oo®"+® curve storte rappresentate dalle equazioni

'! (7) H(X,Y,Z,a, 3 Q3 g ooe a~2n+2)=0 K(XvaZ y @y 5 A2y ---a'2u+‘2)=0
|

= - — 2. ) e
Se Yo 14, 5 _7/0, ) Tl rilsss !/o(p Y ?/o(‘m » Yo R SUR TG R Vs !/o(h s
2,5~ sono 2% valori fissati ad arbitrio in C, si consideri la semplice infi-
i nitd Iy, . di curve integrali del sistema (6) che soddisfano, per x = xz,, alle

1} i vazionali in X,Y ,Z,a;, @, ... Gonsz-
|

! condizioni
dry diy 5 7 :
\ (8) y=7°’z=’g°’CW:UOW’Z[‘;’:%M’d(,/,z=l/°()
(=1L B0k o=l s ==}
Allora sussiste la proposizione:
| . Le curve osculatrici in x, Y, ,3, alle curve inteqrali I'), . appar-

A ' tengono ad una superficie algebrica.
Col derivare » volte le (7) rispetto ad X, si traggono le 2z derivate
diX A

==
1

—0, (=
IX i (=1,2,..2)

yi 3 C—lil Z
| che sono funzioni razionali di X,Y,Z,a;,,as,... %sns2. In esse si faccia
X=u2,,Y=y,,L =2, e si indichino le equazioni che ne risultano con
®@,;: @;, come pure denotiamo con H, K i primi membri delle (7) ove si
sono fatte le stesse sostituzioni.

Col derivare le (6) »— % volte rispetto ad , si traggono le derivate

dr+iy dr+ig ;
B o c=1,2,.n—Fk)

sie sond st AL e bz dy d% o et g e
e son zioni razionali in 4P I A Indichiamo con /', ¢, /i, ¢
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arz
¢id che divengono /', ¢, /i, ®; quando si fa in esse f—‘co,ﬁ—d)~27 e

le sostituzioni (8).
Allora l'eliminazione dei 27 - 2 parametri a,,ds , ... @enre fra le

2n - 4 equazioni

= = = == = adrz |
— — — = =— — ¢

H——O,K 01H O,K Oa/ 034) yop)i zp dx? |

a)w:fom 5z£=:o(L) (3:152 ’lﬁ_l)
q)J,k+—fry(3:,J.+/ _a)r (/"_'1 2 'Z_k) 1
porta a due equazioni ‘l
drz darz \
(XYZ(IP) 0,4I2<XYZ,dp> 0 !

Pz
che rappresentano, per ogni valore ¢ di dLP la curva di (7) osculatrice a

Pz ol

quella curva di I';, che corrisponde a ¢ = %. Essendo le due equazioni ’
arz o~

razionali in X,Y, Z’d o il luogo delle predette curve osculatrici & una

superticie algebrica.
Per p =20, si ha il corollario:

Le curve di (7) osculatrici alle curve integrali Ty soddisfacenti “!
NS gz el :
alle condiziont d—xji= P2 dwi=:o‘" =1,2,..5k—1) che si appog- (3
giano alla retta ©= x,,y = Yo, 0 ad una curva algebrica 6(y,2) =20 in ].{
un piano %= x, se le (6) sono rasionali anche in y, o ad una curve i
algebrica qualunque 6y(x,y,3)=20,0x(x,y,8) =0 se le (6) sono razio- (
nali anche in x, appartengono ad una superficie algebrica. ".
Come caso particolare, se le (6) sono del primo ordine dei gradi m i ‘
dy dz : . : o
ed » rispetto ai tre argomenti & ’dll Dl dei gradi » ed s rispetto alle |
due derivate, le tangenti alle curve integrali appoggiantesi alla retta =z, | 1
y==y, &una rigata di ordine mr - ns; e se le (6) sono lineari in 2, g‘/ Z; ”‘ﬁ
L F"

la rigata & una quadrica.
5. Infine dimostriamo la proposizione: ‘!:{l ‘
\ g \ o &
Le superfici della varieta di oo+ Superfici l

(g) F(X!Y')Z’al1a21--~0;1+l)=0, ,ﬁ !
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ove ¥ ¢ ragionale in tutts gli argomente, osculatrici agli integrali del
sistema di equaziont differensiali di primo ordine

dy

dz
(10) RS T G

che si appoggiano ad una retla @ = To,Y ="y S¢ [ € $ S07M0 razionali
inz,0 ad una Curve algebrica 6(y 2) = 0 posta tn un piano T = Lo Se feo
sono razionali anche iny, 0 ad wuna curva algebrica qualunque 6,(x Yy ¥2) =10
05(z,y,8) =0 se [ e @ s010 razionali anche in ®, MVIlUPPANO UNQ Su-
perficie algebrica.

Dalle (10) si deducono per derivazione

diy diz

=< — fi(z,y,9) T

: —giz,y,8) ((=2,3,..7),
dax'

o dalla (9) ritenendo Z e Y funzioni di X si ottiene derivando 7 volte ri-
spetto ad X

aY dZ Y d'Z

: ORI 0T el sy ey =0 (=102 ).
F7(X,Y‘stX~dX7 Xm dX‘.”l (l__ a l) (l . ’ﬂ)

Si indichi con F e F; cid che divengono F e F; quando si fa

arY drZ
L = —_z, = — — AR
X—wo,Y—-Jo,Z M’(]/Xr /‘rtler @r (,‘ 1* Z)

Allora se si elimina a; , @z, -.- @n+y fra le 42 equazioni
F=0,F=0,F=0 (=1,2,..n)

si ha un'equazione
¥X,Y,%2,)=0

che rappresenta per ogni valore di 2 la superficie di (9) osculatrice alle
curve integrali di (10) in un punto della retta z =z, ,y=y,. L' inviluppo
di codeste superficie ha per equazione, 1'equazione algebrica in XYZ che
nasce dall’eliminazione di & fra

In particolare i piani osculatori alle curve integrali di (10) appoggian-
tesi alla retta o =x,,y =19,, s¢ /1 e @, sono lineari in % e z, invilup-
pano un cono quadrico.

Negli altri casi dell’enunciato, le dimostrazioni sono analoghe.




