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DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Meccanica. — Swll’equazione integrale di 1* specie relativa
ol problema di Dirichlet sul piano. Nota del Corrispondente Gru-
SEPPE LAURICELLA.

Nella mia precedente comunicazione: Sopra alcuni potenziali logarit-
mici di strato lineare (*) dimostravo 1'esistenza di infinite linee piane chiuse,
che chiamavo speciali, tali che per ognuna di esse il nucleo dell'equazione
integrale di 12 specie relativa al problema di Dirichlet é non chiuso, ossia
tali che esiste su ciascuna di esse uno strato semplice avente valori nulli
nei suoi punti; e davo ancora dei criterl che possono servire ogni volta a
verificare se la linea piana che si considera & speciale o no.

Qui mi occupo della costruzione dello strato semplice che risolve il
problema di Dirichlet, ossia della risoluzione della detta equazione integrale
di 1* specie. Ordinariamente questo problema si risolve per i campi a tre
dimensioni, trasformando il doppio strato che risolve il problema stesso di
Dirichlet in strato semplice. Nella presente Nota, applicando la teoria delle
equazioni integrali di 1* specie, dimostro che la questione proposta equivale
alla trasformazione del doppio strato, avente per densitd la funzionme arhi-
trariamente data, in strato semplice.

(*) Questi Rendiconti, vol. XIX, serie 5% 1° sem. 1910 (6 marzo), pp. 250-260.
Renprcontr. 1910, Vol. XIX, 1° Sem. 68
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Della trasformazione di un doppio strato in strato semplice mi sono
occupato per il caso delle tre dimensioni (*), applicando la teoria di Fredholm.
Il caso delle due dimensioni, a causa delle singolaritd che presenta, sopra
tutto se la linea & speciale, va trattato a parte; e questo appunto qui faccio
nei §§ 3, 4, 5, applicando ancora la teoria di Fredholm.

In fine, rammentando che i coefficienti dello sviluppo della funzione
incognita di un'equazione integrale di 1* specie in serie di funzioni orto-
gonali possono sempre esprimersi, come osservai nella mia Nota: Sopra
alcune equazioni integrali (), mediante i coefficienti della funzione data,
trovo la condizione necessaria e sufficiente per la validitd di tale sviluppo, il
quale serve a dare una rappresentazione analitica diretta della soluzione del
problema proposto.

Dovendo, in cid che segue, richiamare spesso aleuni risultati sulle equa-
zioni integrali di 1® specie, contenuti nella mia Nota ora citata e nelle
altre due: Sulle vibrazioni delle piastre elastiche incastrate (°); Sull'equa-
zione integrale di 1* specie (*), denoterd rispettivamente queste Note con
L, L, Ls.

Circa alle notazioni adotterd qui quelle introdotte nella Nota sui po-
tenziali logaritmici.

Equazione integrale di 1* specie relativa al problema
di Dirichlet.

1. Sia g(s) una funzione finita e continua dei punti nella linea C. Sup-
poniamo che esista uno strato:

D&, = Cgp(s) log » ds ,

2w

la cui densitd sia funzione finita e continua, tale che nei punti di C si
abbia:

: O(s) = 1(s),
ossia:

; 1 ;
(15) 2(s) = z—nfcws) log 7' ds.

Allora, in virtu della continuita della @(s), esisteranno e saranno finite

(') Alcune applicazioni della teoria delle equaziont funzionali alla fisica-matema-
tica. Nuovo Cimento, serie 5, vol. XIII, 1907.

(*) Questi Rendiconti, vol. XVII, serie 5%, 1° sem, 1908, pp. 775-786

(*) Questi Rendiconti, vol. XVII, serie 5%, 2° sem. 1908, pp. ]93-204.

(*) Ibid., vol. XVIII, serie 5% 2° sem. 1909, pp. 71-75. .
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e continue lungo C (cfr. Nota precedente, § 1) le espressioni %,%; o
quindi sussisteranno le note formole (*):

_ 1 dlog r
- 2n CX(S) dn

: S 1 a0
ei punti di @ JENCR 0% | Wty 5
(nei p i0) e fc = og 7 ds

; o 1 dlog r 1 j‘dtp
ti di o = e s A
(nei punti di o) 0 o %(s) P ds s log 7 ds

Posto:

1 dlog 7
Wit ) =g= |, o) LE as,

queste formole ci dicono che, se 1'equazione integrale di 1* specie (15) am-
mette una soluzione ¢(s) finita e continua, il doppio strato W(&, n) potra
trasformarsi in strato semplice logaritmico tanto nel campo finito &, quanto
in quello infinito o'.

9. Viceversa supponiamo che il doppio strato W(&, 7) possa trasformarsi
in strato semplice logaritmico:

e
V(& ,n)= Z_njc v(s) log 7 ds
nel campo ¢ e in uno strato semplice logaritmico :

V(& ,n)= —;;j; v'(s) log 7 ds

nel campo o”.
Posto:

W=lmW , W=limW,

= =

si ha, come & noto,
W—W=—x(s);

e quindi, in forza dell ipotesi fatta, potrd seriversi:

V() —V(=W—W,
ossia:
(16) x(s) = é%;; $o'(s) — v(s) ¢ log 7' ds .

(*) La formola (5) della Nota precedente vale anche quando le funzioni A e B nel
comportano come strati semplici logaritmici. Infatti bastera osservare che,

campo o si
loge

in virtu delle (10), (11) di quella Nota, i termini della forma nello sviluppo di

da A s si eliminano.
0

BT{? e

e,

:ii
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Si introduca la serie di funzioni ortogonali:

(17) Y (8) 5 Ps(s) , oo

e la corrispondente serie di costanti:

(xwy Ay kg e

tali che:

(18) Yi(s) = —21_72!VE wi(s) log 7' ds .

Da questa equazione risulta intanto che le Y;(s) sono finite e continue
lungo C. . o Fl )

Si ha ancora che /z serie (17) [e quindi anche la (17)7] e infinita.
Infatti I'equazione integrale:

19) f()(s) log 7" ds = ()
(o}

non ammette alcuna soluzione effettiva (!) quando la linea C non & speciale,
ed ammette una sola soluzione effettiva v1(s) quando C & speciale; mentre
se la serie (17) fosse finita la (19) dovrebbe ammettere infinite soluzioni
effettive, come risulta dalla teoria delle equazioni integrali (®).

Cid premesso, si ha, in virtu delle (16), (18),

o =f<:X(S) Yile) da= gi,,_j;_ﬁ';?)'(sl) — v(s"){ Wi(s) log 7' ds ds' =
(70 I 7 1 . 7 1 oy \ po !
=fc3v(8)— v(s') { ds 27?[0 Yi(s) log 7' ds = /_fp J0'(8) —o(s')} wi(s') ds'.

Le costanti 4; ¢; sono allora i coefficienti relativi allo sviluppo dell espres-

@
sione '(s') — v(s') in serie delle funzioni Yi(s'); e quindi la serie ?i/.fa[

sard convergente, in virta del noto teorema di Riesz.
Se la curva C non & speciale,

dere che 1'equazione integrale di 12

la quale sara data dalla formola :

ci0 & necessario e sufficiente per conclu-
specie (15) ammettera una soluzione ()3

P(s) = v'(s) — v(s).

(*) Conformemente alla nomenclat

in serie di funzioni ortogonali
1° sem. 1910, pp. 155-1637,
ogni soluzione che & diversa
(*) Vedi la Nota L

ura introdotta nella mia Nota:

Sopra gli sviluppi
[Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXIX,

chiameremo soluzigne effettiva dell’equazione integrale (19)
de zero in punti di un insieme di misura non nulla.
1, § 6; e la Nota Ly, Art. I, § 1.

(®) Picard, Comptes rendus, 14 juin 1909,
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Se la curva C & speciale, bisogna aggiungere l'altra condizione (*):
(20) fc 2(s") va(s') ds' = 0.

B questa & essa pure verificata dalla yx(s). Infatti, rammentando che nel
caso di C linea speciale si ha per definizione:

1 ! ’ /
5 jcv,(s) logr'ds =0,
dalla (16) risulterd appunto:

fo x(8") v1(8") als'=fC 3/(s) — v(s){ ds z%fc vy(s") log 7' ds' = 0.

Per cui anche nel caso in cui la linea C & speciale, l'equazione integrale
di 1* specie (15) ammettera una soluzione, la quale sard data dalla for-
mola (?):

(s) = v/(s) — v(s) + evis)

con e costante arbitraria.
Riassumendo si ha dunque il seguente riultato:

Condizione necessaria e sufficiente affinche esista uno Strato Sem-
plice logaritmico o densita finila e continua, il quale nei punti di C
cotncida con la funzione finila e continua ¥(s), arbitrariamente data, é
che il doppio strato W(E , ) avente per densita la x(s) possa trasformarst
in strato semplice tanto nel campo finito @, quanto in quello infinito o'.
Note le densita degli strati semplici in cui si trasforma W(&, n) nei due
campi o, o', sara pure nota la densitd dello strato semplice richiesto.

Trasformazione di un doppio strato in strato semplice.

3. Sia x(s) una funzione finita e continua dei punti di C. Proponiamoci
di trasformare nell'area finita o il doppio strato W(&, ) in uno strato sem-
plice V(&,7), la cul densita v(s) sia una funzione finita e continua.

Supposta 1'esistenza della funzione v(s), si avia che esiste ed ¢ finita

3 v Btnd e, W 3 -
o continua lungo C la %;; quindi esistera la (_d_z_ e sard anch'essa finita e
I/

continua.
Si supponga inversamente che esista e sia finita e continua lungo C

(*) Vedi la Nota Ly, § 3.
(*) Vedi la Nota Ls, § 4.
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la a(Zi_W Consideriamo 1'equazione integrale di 2* specie (di Fredholm):
n

(21) 2 T o(s') + 2 f a(s', s).v(s) ds

e le corrispondenti equazioni integrali omogenee e coniugate (6) (7) della
precedente Nota. Come ivi fu dimostrato, 1'equazione (6) ammette una sola
soluzione w,(s) = cost 4= 0; quindi, in virtu della teoria di Fredholm, con-
dizione necessaria e sufficiente affinche l'equazione (21) ammetta una solu-
zione & che si abhia:

~

aW aw
J‘C wl(s) W are=ts 1<8)v£ dn

ds=0'.

Poiche W(§,7) e funzione armonica nel campo o, questa relazione sard
certamente verificata; ed allora, indicando con »*(s) una soluzione dell'equa-
zione integrale (21), con vy(s) la densitd del solito strato semplice V(&%)
avente valore costante (= H) nei punti di C, e con 8 una costante arbitraria,
avremo per la soluzione pill generale della medesima equazione (21):

o(s) = v*(s) + 8. vu(s). b

In virtu della proprieta del nucleo a(s’, s), la »(s) sard, come la v*(s)
e la v,(s), finita e continua lungo C.

Cid premesso, si consideri lo strato V(& 1) avente per densitd la fun- ‘:
zione v(s). Si ha, in virti della (1) della precedente Nota e della (21),

d

1=

= % v(s) —{—fc v(s).a(s", s) ds 0

7

=

sicche, qualunque sia il valore della costante g, le funzioni V(¥,%), W(&,7)
nei punti di o differiranno fra di loro al pil per una costante addittiva;
onde, indicando con V*(§,7) lo strato semplice logaritmico avente per den-
sita la funzione v*(s) e con A wuna quantita costante, potremo scrivere:

(22) V() — W="V*s)4+gH—W =A.

Se la linea C mon & speciale, sara H==0; per cui la costante A va-

riera al variare della costante B, e si potrd determinare quindi A in modo
che risulti A =0, ossia:

Vs = W= 0,
Allora si ayra:

(nei punti di o) V(&,7)=W(&, ).

Abbiamo cosi il seguente risultato:
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Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché nel campo ¢, limitato
da una linea non speciale C, il doppio strato W(E ) possa trasformarst
w strato semplice a densita continua, é che esisia e sia finita ¢ continua

AW
lungo C la T
4. Se la curva C & speciale, sarh H=10; e la (22) potra scriversi:
(22) V() —W="V*s)— W=A4;

quindi si avra:
(nei punti di o) V(£,7)=W(&,7)+A,

con A costante determinata ed indipendente da §. Poiche la linea C & spe-
ciale, non esisterd uno strato semplice distribuito lungo di essa e avente
nei suoi punti valore costante diverso da zero; quindi se A & diverso da

zero, il problema di trasformare il doppio strato W(£,7) in strato semplice
¢ impossibile.
Ora si ha, come & noto,

W= — 5405+ [ als, o) xls) ds
per cui la (22)" diviene:
2V(s") = — g(s") + 2 ( (s, s') x(s) ds + 2A .
<G

Moltiplicando ambo i membri di questa equazione per v,(s') ds' e integrando
a tutto il campo C, si ha:

ZIV(s vls)ds—~f ). 0(s") ds +

+2jf (s, s) (s") ds ds' -[-"Afvl(s ds’;

e poiche:

ZIV ).u(s) d %f[os)v,s)lowdsds

C

e poiché ancora, in virtu della (7) della precedente Nota,

2££ (s, 8) x(s) 0a(s') ds ds' =
=2 f (S)def a(s, s") vy(s )ds'=—fcx(5)-vx(8)ds,

1
;Ev L[vs)lom ds=7H( v(s) ds = 0,

B e ———
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risultera
f (). v1(5) ds = Afc v.(s) ds
C

dalla quale, essendo (}):

fvl(s) ds==0,

C

si ricava che condizione necessaria e sufficiente, affinche sia A =0, & che
la funzione data x(s) soddisfaccia all'equazione:

(23) fo x(8).01(s) ds=0.

Abbiamo dunque il seguente risultato:
Condizione mecessaria e sufficiente ajffinché nel campo finito ©, limi-
tato da una linea speciale C, il doppio strato W(E ,n) possa trasformarsi
in strato semplice a densita continua, é che esista e sia finita e continua

lungo C la % ¢ che la densita y(s) di W(E,n) verifichi la (23).
5. Si voglia ora trasformare nell'area infinita ¢’ il doppio strato W(&,7)
in strato semplice V/(5,n) a densitd v'(s) finita e continua, sia la linea C

speciale o no.

Anche qui si pud notare che se esiste la »/(s), 1'espressione % esi-
sterd certamente e sard finita e continua lungo C.

Viceversa supponiamo che esista e sia finita e continua lungo C la d_dVﬂl
Si consideri 1'equazione integrale di 2* specie (di Fredholm):

|

@1y 2 I — — () + 2[0 o8, 5).o/(s) ds

=

e le corrispondenti equazioni integrali omogenee coniugate :

(6) O L 2.£ wi(s). (s , &) ds ,
(7 0=—u(s) + 2fc vi(s) . (8", 8) ds .

(*) Vedi la Nota precedente, § 5.
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Sia vi(s) una soluzione dell'equazione (7). La wi(s) sard finita e con-

tinua, in virtu delle proprieta del nucleo e(s",s); quindi dello strato sem-
plice:

Vi, n) = o fvl ) log 7 ds

dV{ dVl
=% o , e dalle for-

mole (1), (2) della precedente Nota risulterd, tenuto conto della (7),

esisteranno e saranno finite e continue le espressioni

awi_ 1, [ ot
(24) 7 ——201 N | vi(s). e(s”, 5)ds =0,
Ty e s iy s
(25) dn’lz -2“01(8)—i—fcvl(8).a(s,s)ds=vl(s).
Si ha poi:

0 ——f av; ds =f vi(s) ds
Cc

sicché la funzione Vi(£,7) & armonica nel campo o', e quindi varrd per
essa la formola (3') della precedente Nota, la quale, in virtu della (24),

ci dard:
f AVide'=0.

Di qui, avuto riguardo che la Vi(&, ) si annulla all’ infinito, risulta:
ViE, 1) =0
in tutti i punti del piano; e per conseguenza, temuto conto della (25),
(nei punti di C) wvi(s)=0.

Adunque le (6), (7)" non ammettono alcuna soluzione effettiva (‘); e
quindi I’equazione integrale (21)" ammettera una soluzione ed una solamente,
che sard finita e continua lungo C.

Si costruisca con questa soluzione »'(s) lo strato semplice:
; 1 " :
V(&,n)—znvcv(s)logrds.

Si ha, in forza della (21),

(26) B e — o)+ [0l 0 ds =

| %\l

{ /2 }

=

n

(*) La dimostrazione di questa proposizione data da Fredholm nella sua Nota: Sur
une nowvelle méthode pour la résolution du probleme de Dirichlet (Oefversigt af Kongl.
Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar 1900, n. 1, Stockholm, pp. 39-46) richiede mag-
giori condizioni sulla natura della linea C.

Renprconti. 1910, Vol. XIX, 1° Sem. 69




e poiché:
des'=O o ‘ ﬂ%ds':().
C

n’ JC an
il
aw a7’

risultera:

[oera—o;

JC

o pereid la V'(5,7) sard armonica nel campo o', appunto come la W(&, ).
In forza della (26) avremo dunque:

(nei punti di ') V'(§,7) = W(,7).

Si ha cosi il seguente risultato:

Condizione necessaria e sufficiente afinché nel campo infinito o' il
doppio sirato W(E,7) possa trasformarsi in strato semplice a densita
: . : e . aw
finita e continua, é che esista e sia finita e continua lungo C la o

Esistenza e sviluppabilita della densitd ¢(s).

6. Da tutto cid che precede risulta che condizione necessaria e suffi-
ciente ajfinche 'equazione integrale di 1° specie (15), nella quale la fun-
zione data ¥(s) e finila e continua, ammetta wna solusione @(s) finita e
continua, 0ssia ajffinché esista uno sirato semplice logaritmico a densita
@(s) finsta e continua, il quale nei punti di C coincida con la funzione
date y(s), ¢ che il doppio strato W (&, n), avente per densita la [unzione

/

x(8), abbia le due derivate normali i—‘:% finite ¢ continue lungo C (),

¢ tnolire che mel caso di C linea speciale la [unzione y(s) verifichi Uequa-
zione (23).

(‘). In virth del noto teorema di Liapounoff, che qui potremmo dimostrare usufru-
er?do dei calcoli del § 5 (Cfr. per le tre dimensioni la mia citata Memoria del Nuovo
Cimento, cap. III, § 14), bastera che esista e sia finita e continua lungo C una sola delle

— =
dW dW
due espressioni —— , — ia i
presgioni R Rammentiamo ancora che si conoscono delle condizioni, per

;alfunziong 2(s), suﬂi{:ienti affinche ci¢ avvenga (Vedi ad es. 1a mia Nota: Sulle derivate
e ?a fl:nzwm potenziale di doppio strato, inserita in questi Rendiconti, vol, XIV, 1° sem.,
serie 5% fasc. 2°, anno 1905, pp. 70-75).
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7. Dimostrata 'esistenza della soluzione finita e continua ¢(s) dell’equa-

zione integrale di 12 specie (15), risulta, in forza del noto teorema di Hil-
bert-Schmidt,

in cui la serie al secondo membro & uniformemente convergente.
Posto allora:

4;
V&, n)= %fc Wi(s) log 7 ds,
si avrd, in virti della (18),
’ li / r
Vi) =5 | 9als) log ' ds = wr(s);

e quindi, applicando un noto teorema del Volterra sopra le serie di funzioni
armoniche (*), risulterd lo sviluppo:

(D(Ev"])z iafvf(fwn)'

N8

8. Per cid che riguarda la sviluppabilita in serie di funzioni w;(s)
della densitd ¢(s), si pud dire (*) che i coefficienti dello sviluppo sono 4,a,,

Asats . ... & che se la serie > aid:i(s), moltiplicata per log ', & integra-
1

bile termine a termine nel campo C, si avra:

(27) 9(s) =

~|\/s

i a; l,’ I,Ui(s) .

Se poi rammentiamo che, supposte soddisfatte per la funzione x(s) le
condizioni del teorema al § 6, la soluzione ¢(s) dell'equazione integrale (15),
& certamente finita e continua, avremo, in forza di un teorema sugli svi-
luppi in serie di funzioni ortogonali (3), che condizione necessaria e sujfi-

ciente, affinche nei punti di C sussista la (27), é che la serie D a: A i(s)
1

sia quast uniformemente convergente nel campo C.

() Sopra alcuna condizioni caratteristiche delle funzioni di una variabile complessa
(Annali di Matematica, Serie II, Tomo XI, 1882-83, pp. 3-55).

(*) Vedi la Nota Ly, § 4:.

(*) Vedi la mia citata Nota del Circolo matematico di Palermo, § 10, §).

f




