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pin importanti; che bastano perd a rendere chiare le modificazioni che st
devono portare negli enunciati.

OssErVAZIONE. — Noi potremmo
il cui nucleo H(z,y), Don simmetrico nelle @, 7,

di due funzioni simmetriche K(z,y), G, y), ossia soddisfa all'equazione

fK(x O His,y) di = G( , 9)-

anche pensare alle equazioni integrali,
3 il quoziente simbolico

Lo studio di una tale equazione integrale

wgl@) + [H@.y) o) dv = /()

Nota dei Comptes Rendus. Noi

¢ stato iniziato dal Marty in una recente
ltiplicata per K(z,3),

qui 0sserveremo soltanto che una tale equazione, mo
e integrata rispetto a & si trasforma nella

w (K(z , ) ¢(z) dz + rG(: ,2) ¢(z) doe = ‘/«K(: , ) f(x) dz

che & una equazione integrale limite delle equazioni studiate al § 1, e alla
quale si possono applicare in molti casi i procedimenti di questa Nota.

Matematica. — Sull'iterazione. Nota di LeoNIDA TONELLI,
presentata dal Socio S. PINCHERLE.

In cid che segue mi propongo di esporre brevemente alcuni risultati
sull iterazione, alla ricerca dei quali fui spinto dalla lettura di una Nota
di L. David (") relativa alla seguente proposizione: « 1'algoritmo d'itera-
zione definito dalle equazioni

= (r+1)7s N 1 L ( x
e — = Do, o Wy (s=1,2,..,7)

)

(dove la sommatoria & estesa a tutti i possibili prodotti s ad s dei numeri
20, 28 ..., z) quando sia data una legge che determini, per ogni valore
di 7, gli argomenti delle radici che qui figurano, € convergente per qua-
lunque sistema di valori iniziali, reali o complessi, ed ¢

B G L ) . (
lim 2" = lim 2° = - =lim &, ».

—n —
% = r=—=omw

(&) 15% David, Zur Theorie der .S'cha'pr'raschen Itaration, Journal fiir die seine und
angewandte Mathematik. H. 1, Bd. 135.
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Qui tratterd semplicemente il caso reale e per tre sole variabili; per quello
generale di « variabili — reali o complesse — e per qualche applicazione

rimanderd ad una mia Memoria che sard tra poco pubblicata.

1. Sia F(z,, 2., 25) una funzione reale delle variabili TealiN e, Lz sy
data in tutto il campo reale ed ivi, eccettuati al piu i punti all'infinito,
continua e, rispetto ad ogni variabile, sempre crescente. Si consideri una
successione infinita di punti (z{”, 2, z{’) e si supponga che: 1° sia

(1) lim F(wj”.x;r).x;r))=F($1.x2.x3) )
r=x

dove x,, s, x; sono numeri reali finiti; 2° preso ad arbitrio un numero
positivo &, si possa sempre determinare un 7 tale che, per ogni » >,

si abbia
(2) 2N =x,+¢ (s=1,2,3).
Si avra allora
lim 2" = z; (s=1,2,3)

Infatti. se cid non fosse, si potrebbe scegliere, nella successione dei punti

@, 2z, 2), un'altra successione (2", 2, 2y) tendente ad wun

punto limite (Z,, s, Zs) distinto da (z, ., s, x3). Questo punto limite, per
le (2), avrebbe le sue coordinate rispettivamente inferiori od eguali a quelle
di (z1,2:,2s), ¢ la disuguaglianza Z; < s dovrebbe essere soddisfatta
fossero tutte

§ v . . —_— f—
h per almeno un valore dell indice s. Allora, se le 7.2
finite, si avrebbe

lim F@™ , 20, af") =F(@, , T2, T5) < F(@, 22, %)

1 ri=%o :

e cid contro la (1). Se poi qualcuna delle Z fosse infinita, si potrebbe sce-
a coordinate tutte finite e soddisfacenti alla

gliere un punto (ai, @3, 3)
condizione @, < as < x5 o all'altra &= x, = x, secondoché & Zs < s
oppure 7= x,. Avendosi in tal punto B}, oL, x3) < F(@1 , @2, ®5), 81

s

potrebbe, per la continuitd, determinare un numero positivo #» in modo da
rendere soddisfatta la disuguaglianza

Fla, 7. 2i 40, a4y < Fa,, 22, 2s),

o percid — essendo lim oV =7 a4y — s avrebbe, per ogni 7

ry==»

o
o0

Renpiconti. 1910, Vol. XIX, 1° Sem.
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maggiore di un certo 7,

2 <oy . B, a2 <Pl 1, &b 41, s+ ),

lim F(z, 2™, 2) = Flai 7, a1, a3+ 1) < F(21, 25 o) |

2 OESS
ry=®

contro la (1). |
Si pud osservare che la proposizione precedente vale anche se, invece |
delle disuguaglianze (2), somo verificate, da un certo punto in poi, le altre i

a" =, —e =15 2518)

2. Indicando con f(z) la funzione di & che si ottiene ponendo nella F
del numero precedente x, = ¥, = 3, = 2, l'equazione in «
(3) f(x) =F (2, , x3)
ammette sempre, per ogni terna di numeri finiti @, , 2, s, una soluzione
od una sola. La cosa é evidente se & @, = xs = x5 ; in caso diverso, indi-

cando con 7 ed M rispettivamente il minimo ed il massimo dei tre numeri
21, s, X3, Si ha, per le proprietd delle F,

F(m,m,m) < F(x,,zs, xs) < F(M, M, M)
f(m) < F(x, , xs , zs) < f(M),

e quindi esiste un z ed uno solo, soddisfacente alla doppia disuguaglianza
m < &< M, che verifica la (3).

Osserviamo che, se aggiungessimo la condizione di essere la F simme-
trica rispetto alle sue tre variabili, la soluzione della (3) darebbe la pilt
generale delle medie dei numeri x, , x, , ;.

3. Cid premesso, consideriamo p funzioni F

(4) ) ¥ D
e dimostriamo la seguente proposizione :
Sia

@2, o) (r=1.2,.)

una Successione di punti, a coordinate finite, la quale goda della seguente
proprieta: per ogmi v si possa trovare in (4) una ¥, tale che la solu-
zione dell’equazione x”

(5) fq,(x(r))=Fq (‘T"—” x(f—l) (Efr_l))

Cal s Rl e R
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non sia inferiore a nessuno dei tre numers xi” , ",z ; esistono allora,
e sono tra loro wuguali, i lLimiti

limzs? s im S im 2

r—=wo r=owo r—=ow

Osserviamo, dapprima, che, indicato con Z’ il massimo dei numeri

#” 2" ,2{”, si ha, da una parte, per 1'ipotesi fatta, Z” < 2™ e, dal-

l'altra, 27 < Z"-V (infatti &

f'];(x(r)) o qu(zfr-l) , .T(;-” . .’I);r_l)) < qu(z(r—l) . ilant : E(r-“) o fq,(z(r-l))) .

e percid, riunendo,

;(r) = ‘7(7'—1).
Esiste quindi il limite

(6) limizis—iz
e questo limite potrd essere finito oppure uguale a — . In quest’ ultimo

caso, essendo Z il massimo dei numeri x{”,x{” .z, la proposizione
risulta gia dimostrata. Rimane dunque a considerare 1'ipotesi di @ finito,
nella quale possiamo dire che, preso un & piceolo ad arbitrio e positivo,
per ogni » maggiore di un certo 7, &

(7) 2" <axte (s=1,2,3).

Notiamo, ora, che fra le (4) ve ne sono certamente alcune che compa-
riscono infinite volte nella successione

B AT, T

13 dr 2 °°°

Per comoditd di scrittura supporremo che tali F siano le prime p'
(1 =p"=<p), e solamente esse. Siano, allora,

(8) LT

i valori dell'indice » peri quali @ F, =F,. Si ha, per quanto & gia stato

osservato,

TN <= 2@ < -V (v=1,2, ),
e, per la (6),

lim 2% =

V=
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ossia, per la continuitd della f, e per la (5),

lim f,(2%V) = /\()

y=2

hm Fl(xl(rv—l) ”Z,(;‘v"l) , J'irv_l)) . /‘1(;/;) — Fl(.L‘ o J,) A

VY=o

Da quest’ uguaglianza e dalla disuguaglianza (5) risulta, per la proposizione

del n. 1, che esistono i limiti delle ™ per » =0 e che &

lim "™ =2 (S= 1258k
N
y=0o0

Al medesimo risultato si giunge prendendo successivamente in conside-
razione, invece della (8), le successioni dei valori dell indice » per i quali
¢, rispettivamente, Fy —=F,,..,F, =F,/. Siccome »' & un numero finito

(r)

(= p), si conclude che esistono i limiti per r—o0 di 27,z , 2y, e che &

lim 2{” =1lim #” = lim B

r—o r—=wo r—o

come appunto dovevasi dimostrare.

Si pud osservare che il limite delle #” & certamente minore od uguale
al massimo dei numeri 2", 2%, 20 (sempre minore se questi « non sono
tutti eguali).

4. Corrispondentemente alla proposizione dimostrata al numero prece-
dente si ha quest'altra:

Sia

(@ 2y, z") r=1:22%

una successione di punti, a coordinate finite, la quale goda della segquente
proprieta: per ogni r si possa trovare in (4) una ¥, tale che la solu-
zione dell’equazione in z™

/qr(‘:c(r)) — qu(x()r—l) , (l,‘;r_)) . I;’r—l})

non sia superiore a nessuno de; tre numers x| o), 2§ ; esistono, allora
¢ sono tra loro uguali, i limiti

’

) o :
i 2 limez,” | limg" .

r=cw r=w y—oco
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Per dimostrare questa proposizione basta ripetere il ragionamento fatto
al numero precedente sostituendo alla - considerazione del massimo dei nu-
meri 2",z , «”, quella del minimo. Naturalmente le disuguaglianze ver-
ranno tutte cambiate di senso, e le (7) verranno sostituite dalle z{? > x;—e;
si dovra, percid, tener conto dell’osservazione fatta alla fine del n. 1. Qui
il limite delle z(” risulta certamente maggiore od uguale al minimo dei
numeri z{V, %, z{" (sempre maggiore se queste x non somo tutte eguali).

5. Si consideri /algoritmo d’iterazione definito dalle equazioni

f(ly~+1)(xir+l)) = F§r+l)(w(lf) , x(z'r) , x;r))

(r+1)( P+ __ RO () () ()
O (=B = PP e )

o — F.‘f“Vl“f’ S e

dove le B+ gono scelte con una determinata legge fra le (4).
Quest’algoritmo & di quelli che chiamansi mutabili perché le sue equa-
zioni di definizione possono mutare ad ogni punto dell’iteraziome.

1

Si fissi un » e sia """ il massimo (o uno dei massimi) dei numeri

(r+1) r‘(f-i-l)
SRt i sl

soluzione dell’'equazione in

i quali risultano, percid, tutti minori od eguali alla

)

(r+1)
3

2(r+1)

f(r+))(tl'(\,‘+‘)) == F;r+l)(‘l'(i") i :(-’(:) 4 I(q)’)).

Q

1 allora verificata la condizione della proposizione del n. 3 e possiamo
dire che l'algoritmo definito dalle equasioni precedenti ¢ convergente, ed ¢

lim &” = lim ) = lim 2" .

r—wo r—wo r—=wx

Da questa dimostrazione segue, per un’osservazione fatta alla fine del n. 3,
che il limite comune delle a2 & minore od uguale al massimo dei valori
iniziali 2", &, a.

La nostra proposizione si pud perd ottenere considerando, invece del

1) _(r+l) Lr+1)

massimo dei numeri 2™, 2™, 2", il minimo ed applicando cid che

si & detto al n. 4: risulta, allora, che il limite comune delle a{” & mag-
giore od uguale al minimo dei valori iniziali.

Si conclude, percid, che il limite delle x{” & compreso tra il minimo
od il massimo dei valori iniziali af’,a{", 2" (ed & certamente maggiore
del minimo e minore del massimo se minimo e massimo non coincidono).




