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« campo debole normale al detto piano, e gira, per la (5), con la velocita
« angolare
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La cosa fu riconosciuta gid, recentemente, dal Righi, per il caso dei
sistemi che danno origine ai cosidetti raggi magnetici (}).

Paleontologia. — Aleum mammifer: fossili del Genovesuto
e del Savonese. Memoria del Corrisp. A. ISSEL.

Questo lavoro sard pubblicato nei volumi delle Memorie.

Matematica. — Swlia risolubilitc della equazione integrale
lineare di prima specie. Nota del dott. Luier AMOROSO, presentata
dal @orrispondente G. CASTELNUOVO.

1. Recentemente (%) il prof. G. Lauricella, completando un resultato del
prof. E. Picard (), dimostrava che condizione necessaria e sufficiente affinché
I'equazione

b

(1) | f(z) Uz , y) de = g(y)

ammetta una soluzione /(z) atta all'integrazione insieme al suo quadrato
f*(z) nell intervallo ¢4 sono:
1°) che una certa serie Za% sia convergente:
2°) che la g(y) sia esprimibile per mezzo di una serie di Fourier-
Hilbert procedente per certe funzioni date ¢,(%), ¢s(#), e s @u(¥) , -
Il problema della risolubilita della equazione (1) viene cosi ricondotto
a determinare quando una funzione g(y) & sviluppabile in una serie di Fou-
rier-Hilbert di funzioni date ¢, , ¢, ,..., problema difficile, di cui non &
ancora stata data una soluzione esauriente.
Ad un risultato analogo moi eravamo giunti (*) nel caso particolare in
cui 1'integrale del primo membro & esteso ad un contorno chiuso e le fun-
zioni che si considerano sono funzioni uniformi dei punti di quel contorno.

(*) Rend. R. Acc. dei Lincei (5), XVIII, [2], 241 e 301, 1909.
(*) Comptes Rendus, 14 giugno 1909.

(%) Atti della R. Accademia dei Lincei, 1 agosto 1909.

(*) Annali di Matematica, marzo 1909.
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Nella presenta Nota ci permettiamo di tornare sull’argomento per pre-
sentare un nuovo criterio, valevole pel caso generale, che, se non erriamo,
ci sembra pill elementare.

2. Premettiamo il seguente problema. Hssendo dato nell’intervallo o
un certo numero 7 di funzioni w,(z) , us() , ..., un(2) linearmente indipen-
denti, atte allintegrazione insieme ai loro quadrati in tutto 1'intervallo, e
corrispondentemente 7 costanti ¢, | Ca 5 ..oy Cp determinare fra tutte le fun-
zioni che soddisfano simultaneamente alle equazioni

(2) fb/(x) u(z) do = ¢, (B2 )

-
quella per cui I’integrale I=J [*(z) dz & un minimo.

Secondo i principi del calcolo delle variazioni, otteniamo, uguagliando
a zero, la variazione prima dell’ integrale I e tenuto conto della (2)

b
f (£(2) — b (2) — - — A ttn()) 8 fdoc =0 ,
tale relazione dovendo aver luogo qualunque sia of dovra essere

F(2) = Mt (2) + - - Ly thn(2).

da cui eliminando 4, , ..., 4, per mezzo della (2), dopo aver posto

e — (bu,~(a') us(z) da

“a

si ottiene
‘011 S hm i
a)'lll WL amm cm
A () ... um(z) 0
(0)) /(‘7)_ 1 ) m(Z)
A1y e Qi

aml by aﬁ”)‘b [

E facile vedere che I'espressione precedente rappresenta effettivamente
una soluzione delle (2), il denominatore essendo diverso da zero, poiche le
(&) .. um(2) sono linearmente indipendenti (!).

(') Vale la pena di enunciare a parte il risultato seguente, che sostituisce con van-
taggio il criterio dato dall’annullarsi del Wronskiano, e che si dimostra molto facilmente:
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Il valore del minimo I & quindi

Ay e i Oy

Am1 +++ Amm Cm

2 A ()
- ; 73(z) IR [ BT W

| @11 s Gam
|

| @my ++ Qmn

Il numeratore essendo una forma quadratica irriducibile nelle ¢y,¢cey .-y,
possiamo ridurlo ad una forma canonica in variabili, e la riduzione si
ottiene ponendo:

|a11 e il B e G et B
i i i o R s S R

| Ory oo Qry—1 Cm “a Ayy «-

« Condizione necessaria e sufficiente perche m funzioni %.(2), .., un(Z) definite

nell’intervallo @&, non identicamente nulle, sieno linearmente indipendenti & che sia

\ Qyy oo Uy
1
| @m - G

essendo

b
Grs— (‘ U z) us(z) dz ».

Ja
Infatti, se una delle uu(z) si pud ottenere come combinazione lineare ed omogenea a

Q11 wr Cam |
coefficienti costanti delle rimanenti, nel determinante ‘ 2 il

Am1 oo Bmm
come combinazione lineare ed omogenea a coefficienti costanti delle rimanenti, e quindi
quel determinante & nullo.

Viceversa, essendo

una colonna si ottiene

b| @11 oo @1 m— ul(l‘) # /2% |

dz =

a A1 oo O m—1 um(a;)

Om—151 s A1 yme—=1 Ay oo O

mm

Q11 ee Gim

=0, o la un(z) ¢ una combinazione lineare omogenea a coeflicienti
A1 oo Qs

a
costanti delle precedenti, oppure & anche 4

At
SRl O ' () Y000,

Ain—1y1 «s Oy et
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La forma & quindi definita positiva.

2. Vediamo come si modifica il problema, allorquando le funzioni
(&) ... wm(2) mon sono piu linearmente indipendenti, ma sono legate da un
certo numero di relazioni identiche

bor 1(2) = bpa s(®) + -+ =+ bom () =

le bps essendo costanti.

Evidentemente in questo caso il problema non & sempre risolubile, e
la condizione necessaria e sufficiente per la risolubilitd & che ¢, ... ¢, sieno
legate dalle relazioni corrispondenti

blolcl+bpg€2+"'+bpmcm=0 ) Q=1,2,...,‘uslln

le bys essendo le stesse costanti precedenti.

Sia B, tra le B, la prima che si annulli, ¢, = 1. Conveniamo allora
in tutti i determinanti I'. ed in tutti i determinanti che compariscono sotto
il segno in B, per tutti gli indici 7> o, di sopprimere la o,%™= linea e
la g,%™@ colonna.

Sia B,, la seconda tra le B, che si annulli, g, >> ¢,. Conveniamo nei
determinanti I, e nei determinanti che compariscono sotto il segno in B, .
per tutti gli indici 7 > g», nei quali abbiamo gia soppresso la g,°™a linea
e la ¢,%"™e colonna, di sopprimere la @,*"™ linea e la 0,™¢ colonna, e
cosl via per tutte le B, che si annullano.

Fatte tutte le soppressioni, diciamo I;" e B,’ le espressioni che si ot-
tengono.

La condizione precedente di risolubilitd si pud esprimere dicendo che,
ove sia By = 0, deve essere ancora I'\ = 0.

re

$

B/

™

Conveniamo ancora di porre per definizione = 0, ove sia
T =B —04
Supposta soddisfatta la condizione di risolubilitd, 1'espressione

F,O m
- + + B r

B+

ha un valore determinato e finito, e rappresenta il minimo dell integrale

( f*(@) da , f(x) essendo una funzione che soddisfa alle (2) proposte.
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Ove la condizione di risolubilitd non risulti soddisfatta, la espressione
precedente non ha pil aleun significato, essendovi in essa qualche termine

che assume la forma %

4. Cid premesso, sia fy(«) una soluzione dell'equazione integrale (1),

b
essendo [ foX(x) de <A . Poniamo

|
|
|
)
]
!

.
\ ur(x) = y—'V(z,y)dy
(4) \ ’(‘I)
2 Cri— ‘ y 1 9(y) dy.

T

La funzione fo(x) soddisfa al sistema di equazioni
b
f fo(@) ur(z) dx = ¢, r=1,2,..,m

qualunque sia 7, onde, costruite le I, ele B,  secondo i numeri prece-

m T, 4] r2

denti, abbiamo Yu ¥ _ < A, qualunque sia 7; e quindi la serie =, =

Gt By By

converge. La convergenza di quella serie & quindi condizione necessaria per
la risolubilita dell'equazione (1).

5. Mostriamo che & sufficiente. Poniamo

et Oy i ()]
() VA7) =
yy e Oy 1 Ur(2)

e conveniamo, se v, & identicamente nulla, o =1, di sopprimere entro vy,

7>>0,la o™ linea e la @°™* colonna: diciamo v,'(%) le funzioni che cosl
si ottengono.
Abbiamo

b
f vd (@) uy(x) dz =0, »<p
a

e quindi

b
f ?){ﬂ(f/)) Uv'(f/)) de =0 ) :*: w

=B, »r=up.
Poniamo ancora
"(z)
(6) wy(e) = 2L
‘ +1B,

Questa espressione mon ha significato quando ¢ B, =0, assumendo allora

0 ; : :
la forma ik percid conveniamo di scartare quelle delle »,/(z) che sono =0,




e di limitare alle rimanenti la posizione (6), per queste si ottiene

b
f wp(z) wy(@)de =0 , paw
* =1l , =,
e iz
Per un noto teorema di Riesz (1), la serie > B‘ - essendo convergente,
p.
esisterd una funzione f(x) per cui
b T r
f [(2) wu(z) de = > =
i VB,

qualunque sia 1'indice di wy(z), e quindi avremo

(*f@) vi@) do =1y,

< a

relazione che vale anche per quelle delle v,/ (z) che fossero identicamente
nulle, riducendosi in quel caso alla identita 0 == 0. Quella relazione sussiste
quindi per tutti i valori di w, onde sostituendo per I, e vy'(z) le loro
e.pressioni, si ottiene

20)
( [(z) uz) do = ¢,

~a

qualunque sia 7. Posto quindi

b
hy) = g(y) — ( f(x) V(z , y) dz,

abbiamo

b b rb
J. y = h(y) dy =f ¥ =9(y) dy — ' [(&) uz) dx = ¢, — ¢, =0

qualunque sia 7, da cui si conclude k(y)= 0.
CoNcLUSIONE. — Condizione necessaria e Sujficiente perché esista una
soluzione dell'equagione (1) atla all’integrazione insieme al suo quadrato

re

o : gty e
nell’intervallo ab, é che la serie = B‘ Sta convergente.

’
(18

Se quella condizione & soddisfatta I/, Iy, .., I'., .., rappresentano
1 valori degli integrali

b

[ (@) oi(@) e, |

v a A

~b

b
[(@) v (z) dex , ... , r f(@) v,/ (z) dz , ...

(*) Uever ortogonale Funcktionensysteme, Nachr. zu Gott., 1907.
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6. I1 metodo seguito nella precedente trattazione consiste in sostanza
nel determinare una funzione f(z) che soddisfi alle infinite equazioni

| f@)m(@)do=0¢c,, r=1,2,

Ja

ove e

Ur(T) = | .//""' Yz, ) ’/.'/ SR —— | .//“‘ .//|,/) //«//,

-
Quella trattazione rimarrebbe inalterata, ove si ponesse invece

ur(2) = ‘ V(z,y)ely)dy , er= | 9(y) ¢-ly) dy,
S s
@1y P2y g essendo funzioni soggette all unica condizione di costituire un
sistema chiuso, tale cioé che non esista nessuna funzione non identicamente

nulla %(z) per cui sia | h(z) @z) dz =0 per ogni valore di 7.

7. Dei risultati ottenuti si pud dare una elegante interpretazione geo-
metrica.
Supponiamo per semplicita che u,....,%y sieno linearmente indipen-

denti, e poniamo

[0 |
N5y G35 ==t oy G0
| |
Oy O Amm Crm |
2 2 B C ¢ g (
P Fl_}_r;_; _1__’" T L. Cs e O U |
< T | b ] |
B, B B | Chr «ee O
| B Aynm

Diciamo A,, il determinante denominatore, ed A!7 il complemento algebrico
di ays in quello.
In uno spazio ad 7 dimensioni consideriamo la quadrica irriducibile Qum
di cui l'equazione in coordinate di punti & Za, & 5=0 ed in coordinate
s B el :
di iperpiani T SA .ms = 0; ky rappresenta appunto il valore che assume
il primo membro di quell’ ultima equazione, ove si pongano per 7,7z, "m

m

le coordinate ¢y, ¢z, ..., Cm che mello spazio considerato si possono ritenere
come le coordinate di un certo iperpiano 4,, ad m dimensioni.
Supponiamo che, crescendo 7 indefinitamente, u,, s, ..., %n restino
sempre linearmente indipendenti. Seguendo un concefto sviluppato dal pro-
fessore S. Pincherle, possiamo allora considerare in uno spazio ad un numero




==l

infinito di dimensioni la quadrica irviducibile Q,, di cui l'equazione in coor-
dinate di punti & Sg, &, & =0, ed in coordinate di piani &

KIZEAL:”Y/;~?7&=O.

In quello spazio la funzione g(y) & rappresentata da un iperpiano A
ad infinite dimensioni, precisamente dall’iperpiano le cui coordinate sono
B3\ 51185 ;o0 0 (70 oo

Segando la quadvica Q e 1'iperpiano £ coll’ iperpiano coordinato ad »
dimensioni &, , &, , ..., & otteniamo per sezione la quadrica Q, e 1 iperpiano
ad » —1 dimensioni ,.

La condizione necessaria e sufficiente perché 1'equazione (1) sia risolu-
bile & che il primo membro dell’equazione della quadrica inviluppo Q,.,
sostituitevi le coordinate del piano ., conservi, al crescere di 7, un va-
lore determinato e finito: brevemente che il primo membro dell'equazione
della quadrica inviluppo Q, sostituitevi le coordinate dell’ iperpiano A4 abbia
un valore determinato e finito.

Analogo, ma piu complicato nella esposizione, & il easo in cui le Uy sUsy e
non sono linearmente indipendenti.

8. Osserviamo finalmente che la trattazione precedente si estende senza
incontrare difficoltd essenziali, alla equazione

R (/’(El s &) V(& oo Ely o) dE L dE,
v a

& ... &, variando entro un campo ¢ ad m dimensioni, M ..., entro un
campo 7z ad » dimensioni.

Meccanica.— Sul moto stazionario lento di un liquido viscoso.
Nota di Tommaso Bocero, presentata dal Socio LEevi-Crvira.

In questa Nota stabilisco una proprietd, che mostra la dipendenza dei
problemi di moto stazionario lento dei liquidi viscosi, da problemi di equi-
librio elastico: precisamente, faccio vedere che la determinazione della ve-
locita delle particelle liquide nel moto stazionario lento di un liquido viscoso,
che occupa lo spazio S interno od esterno ad una superficie chiusa o, nel-
I'ipotesi che nei punti di ¢ si conosca la velocitd delle particelle stesse,
si effettua immediatamente allorche sia determinata la deformazione del so-
lido S, riguardato come elastico ed isotropo, nel caso in cui si conosca lo
spostamento subito dai punti del contorno o. Basta infatti dare un valore
particolare alla costante di elasticita.
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