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Matematica. — Sulla caratteristica del risultante di Syi-
vester. Nota del dott. L. OrRrLaNDO, presentata dal Corrispondente
A. D1 LEGGE.

Siano
(1) f(@)=aa™ 4oz 4 Fapa 2+ am
(2) F(x) =box" + bia"™' + - -+ apax + b,

due polinomi in x, dei rispettivi gradi m ,n, e ne sia

G O Gen@ o eall

G Uy ool diae o
(3) S=

am am—l'

0 0 G O O

il risultante di Sylvester, d'ordine m -} ». Esso & scritto in modo un po’
differente dal solito: le linee sono qui colonne, e le colonne sono linee;
tale scambio semplificherd alcune considerazioni:

Se

(4) M(z) = ¢ox" 1™ 4+ F oz F- ¢
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e il massimo comune divisore, di grado », fra f(x) ed F(z), allora sard
m = n—r la caratteristica del determinante S.

Questo teorema non & nuovo; noi qui vogliamo soltanto darne una facile
dimostrazione.

Consideriamo i due polinomi prim: fra di lore

('»” )I =p\‘_,.m—r +[)]‘I.m—r'—l + ek +[’vr1—y‘—l-l' + i
M = goz™" + 012" - o @ - g
ed il loro risultante di Sylvester
‘l % 0 0 70 0 |
’ y Po 0 71 0 j
|
Pm—r  Pm—r—

Pm—r O ... Yn—r

d'ordine m 47— 27. Esso & diverso evidentemente da zero.
Fra i coefficienti dei polinomi /, F, M, ¢, ® valgono le relazioni

(8) Oy =Poly 1 P1Cy_y - - - + puarcy + pco
I !

() bv=gqots+qresm1+ -+ gyorey + gues
lineari nelle p e nelle 4.

Ora consideriamo le 7 -7 —7 forme lineari delle -+ 7 variabili

Uy, =P,z ‘f"jno"n-l
\ Ue = P12 - pois e == o Gy

(1”} Yn—ri = Pm-r 3, +])rn—:'—) 32 +

’ Uyt

[l

DPm—r3s +

wm-»n—, — Pm—r&n + In—r8m+n «

La matrice di questo sistema si forma costruen do, nella maniera ind;-
cata do (3), il risultante dei due polinomi

7/0 g +]71 =1 _'_ . +p'm—r-1 o+l +]’m—r az"
o 2" = AN S QL il e

ed assumendo le prime ~+n—7 linee di questo determinante cos) formato.
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Se in tale matrice del sistema (10) consideriamo il determinante di
ordine m -7 — r, ottenuto sopprimendo le colonne di posti 1,72,
., =7, noi troviamo che esso vale pjo, numero diverso da zero; dunque
le m 4~ n—» forme (10) sono linearmente indipendenti.

Dopo ¢i0, riesce molto facile la dimostrazione del teorema che abbiamo
enunciato.

Le relazioni (8) e (9) mostrano che, moltiplicando la prima delle forme
(10) per ¢y, la seconda per ¢y, , ..., la »™® per ¢,, e sommando, si ottiene
la forma

(11) Py = a3, + Ay—) 32 + A + by 3 + i + by Smn -

Essa ha per coefficienti gli elementi della »™* linea del determinante S;
ma il numero » é un arbitrario numero della serie 0,1,2,..., m—n;
dunque resta provato che il sistema di equazioni lineari rappresentato gene-
ricamente da (11) si ottiene combinando linearmente le 7 -+ n— » forme
lineari (10), le quali sono linearmente indipendenti. Ma S & proprio il de-
terminante del sistema rappresentato da (11); tale determinante ha dunque la
caratteristica m —n—r.

Matematica. — Sopra un’equazione integrale di prima specie
a limiti variabili considerata da Volterra. Nota di MAURO PICONE,
presentata dal Socio L. Branchr.

1. I prof. Volterra nella sua classica Memoria Sopra alcune questioni
di inversione di integrali definiti (*) studia 'equazione integrale di prima
specie a limiti variabili

(1) ‘ /I‘O‘K(J' , &) y(&) d& = f(x) — £(0),

</ pa

nella funzione incognita y(z), dove K(z,&) e /() sono funzioni finite e
continue assegnate rispettivamente nel quadrato Q di centro nell'origine e
di lato 2a e nel tratto (—a, @) e dove p e ¢ sono costanti di valori as-
soluti diseguali pur esse assegnate. Senza alterare la generalitd si pud
supporre

P
7

<1

(*) Annali di Matematica, serie II, t. XXV, 1897,
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e col cambiamento di variabile g2 = s prendere la (1) nella forma

| K(=, ~) y(&) dE = /'(i\ — /(0).
JB. \{4 q
Ci si pud dunque limitare, come osserva il Volterra, a studiare 1'equazione
(@) | K(z,¥) (&) ds = f(x) — £(0),

Jaa
dove per la costante « si verifica la diseguaglianza

le| << 1.

Il Volterra riesce, sotto certe ipotesi, ai teoremi d'esistenza e di uni-
citd relativi alla soluzione dell'equazione (2), seguendo due vie diverse se-
condoché & & >0 o @ < 0. Egli ricorre ad una formola del calcolo delle
differenze finite.

Nella presente Nota diamo i teoremi d'esistenza e d’ unicitd per la
soluzione della (1) sotto le stesse ipotesi del Volterra, ma per via molto
pil semplice e piu diretta, mediante la quale non saremo costretti a distin-
guere i due casi « >0 e a«< 0. Noi procediamo esclusivamente per ap-
prossimazioni successive convenientemente dirette.

2. Nella trattazione dei problemi dei valori al contorno per le equa-
zioni lineari iperboliche alle derivate parziali del 2° ordine, in due varia-
bili indipendenti, si perviene a tradurne i teoremi d'esistenza e d' unicita
in quelli per le soluzioni di equazioni integrali del seguente tipo
(3) Kz, £) y(§) d& = f(z) — £(0),

Uz

dove /(x) é funzione definita in (—a,a) ivi finita e continua, nulla nel-
origine. Cid & mostrato in un nostro lavoro presentemente in corso di
stampa nei Rendiconti del Circolo matematico di Palermo ('), nel qual la-
voro riusciamo. sotto certe ipotesi il cui numero sard notevolmente diminuito
in una Memoria che contiamo di redigere prossimamente, ai teoremi d'esi-
stenza e d'unicitd per la soluzione dell'equazione integrale (3). Il metodo
seguito in detto lavoro per la risoluzione della (3) presenta profonde ana-
logie con quello che seguiamo qui per la soluzione della (2), ma le ipotesi
relative alla K(z, £), sotto cui & valido 1 ultimo metodo, sono meno restrit-
tive di quelle sotto cui & valido il primo; cid dipende dalla particolare
forma «z della funzione /().

() In questo lavoro perveniamo ai teoremi d'esistenza e d’unicita per le soluzioni

di un’equazione iperbolica alle derivate parziali del 2° ordine, assoggettate a prendere

valori assegnati lungo due curve, togliendo per queste la condizione della monotonia,
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3. Noi vogliamo dimostrare il teorema di Volterra:
ol W af . o :
Se le funzioni K(z , &), = @) dp SO0, ner rispettivi campi
z x
d'esistenza, finite e continue ¢ se K(z,x) si mantiene diversa da zero in
tutto il tratto (— a, a), esiste una ed wna sole soluzione dell’equazione i
integrale (2), finita e continua in (— a , a) (). !
Per dimostrare il teorema osserviamo anzitutto col Volterra che 1'equa-
zione (2) é equivalente a quella che se ne trae eguagliando le derivate
d'ambo i membri, poiché ci limitiamo alla ricerca delle soluzioni della (2)
finite e continue in (—a , ). La (2) & cioé equivalente alla l
- [feRK if
W) K(w, 2) — aK(z , ax) ylaa) + [ 25 ) df:%,
Jaw L @
la quale, pouendo
K(z, ax) 1 2 1 af
——— = Mz B A = H(z, & Ve T — Z),
K(z, ) (@) K(z,z) (@, K(z,z)dz ¢(2) )
pud scriversi |
" = iy {4
4) y(x) = @(x) + ai(x) y(ax) - ‘ H(x, &) y(&) dt . l
~ o

Le funzioni ¢(x), 4(z), H(z,&) sono finite e continue nei rispettivi
campi d'esistenza e si ha

(5) A0)=1.
Definiamo la successione di funzioni Yo(@) s 1(2) 5 o, yu(@) , ... ponendo i\
Yol@) = g(x),

Ynni(2) = ¢(2) + al(z) yu(az) + | H(z, &) yau(§) dé. ?
Se dimostriamo la uniforme convergenza in (—a,a) della serie

(6) Yo(@) +371(2) — yo(®) § 4 - 4 Yyner (@) — yulz) { + -

potremo affermare, com'é ben noto, 1'esistenza e 1'unicitd di una soluzione
dell'equazione (4), cioé della (2), soluzione rappresentata dalla somma della
serie (6) o dal limite lim y,(z).

n=aw
Tutto dunque si riduce a dimostrare 1’ indicata convergenza della serie
(6). Percid, osserviamo dapprima che, per la (5), detto [k 11 massimo in

Q

() Veramente le K(z,£) e e potrebbero anche presentare delle particolari dis-
O

continuitd e il teorema sussisterebbe ugualmente. Cfr. il notro citato lavoro.
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(—a, a) dei valori assoluti di 4(e*z), si ha

(7) lm /., =1.

Per procedere piu
ciamo la funzione S(x, &) definita al modo seguente :

! . (S(x,8) =0 per —a <

per ogni valore di @ =0 ¢ " o

S { = H(x , &) per ax < &

S(z.& =0 er — x>

: . Al AN S ) e & 2

per ogni valore dii x < 0 ¢ £ : 3

S { = H(z, &) per ax = &

Dopo cid si potrd porre:

Yn+ (2 ) = @lx) + al(a ) Ynlaz) + ‘ S(l A

-2

Osserviamo 1'eguaglianza

(8) e I
Fat | S(atz, @ &) Jynar(a"E) — g,

(,n=0,1,..).

Diciamo m, e m i

0

mente delle funzioni

dei valori assoluti di S(z.¥). Si ha, dalla (8) per n=0,

yoa'z) — y (e*z)| < |e| Ly m —+ et mM . 2z,

per x =0, e, per z < 0,

ly=(ez) — y,(c*z)| < |e| lyey M — | mM . 2 .
ne secue, I»u\t('

cl=p
e tenendo conto della diseguaglianza ¢* <1,
y(e'z) — yi(ehz)| < mlolysy + 2M|z|) (k=0,1, ..

Dalla stessa (8) per # — 1, s avra dopo cid, per z =0,

| ya(etz) — yu(at z)| < Olksr - M(0lyss + 2Mz) - 0" Mm f (0lysr — 2ME) dE -

=+ o*Mm ‘ \(g/,H_, + 2M¥) dE < m :(ﬂ/,,,,, lnve =+ 200541 . 2Ma -

speditamente nel maggiorare la serie (6), introdu-

Yneol@ ") — y,. \(F ) = ad(aFa) VYnwr(a+z) — Yn(ah+1z) 4 --

o' E){ dE,

massimi in (— a, a) dei valori assoluti rispettiva-
Yolx) € yi(x) — yo(x) e diciamo M il massimo in Q

(2]\11)2 '

R

A
LS
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e per z =0,

g

0
i |ys(e*z) — yo(a)| < olhsr . m(0lyrs — 2Mz) —+ o"Mm ( (0lrsr — 2ME) dk -

S—w 9 )2 )
+ M | (ol + 2ME) dE < 0% byce— 2l . 24 4 212 e
Jo s |
ne segue '
OM |2 )2
|!/:;(a"a;) — ;1/2(0:"\7})‘ <m :QQZ)H-] Uhwe + 2005, . 21V”J‘! -+ (h‘%‘i ; {

Dopo cid potremo dimostrare subito, per induzione, la diseguaglianza

2 ) 2M| ()

(9) ‘J/rwl(ak”’) S yn(“ka')‘ < m l (/;)Q"_l Zk-»l llH»? ZIH-n—i (1\{") )

per qualunque valore di # e di /. Difatti, supposta valida la (9) per qua-
lunque valore di %, si ha, per 2z =0,

; = ; (2Mz):
[y |y"+?(a“"") - ?/“*'l(ak‘/’:)l < olgsy.m \_ (/;) (P ey ey (e (Z#
=3 (m\ ., 2M);
+ Mm ( 2 E_ (;) Qn_l ZIH-I ZI.‘-«»n—i (T fE}‘ dE —
= 2 Z (IZ) ol ) S (21\.I'T)l
=0 \ ) 2!
i 'S /z) s (@M >=
+_’:'(/~ 9 [k+| Zk+1l—l (/+_1)' ‘
& ONT | )i
Al l (n —j_ 1) 0" gy lk+(;n+l)—; L_)%%l 5 l‘

e alla stessa diseguaglianza si giungerd per 2 < 0.
Se la serie

= o | aMo):
(]O) My + m :— \ (/;) o= [1 lakss ln-—i ( liI"l\)
n=0 =0 .

é convergente in egual grado in (0,a), la (6) lo sard in (—a, ). Per dimo-
strare la convergenza in egnal grado della (10), seriviamola al modo se-
guente:

z (/Z' ) [.) Q"—i ZI [2 e ln—f )

dove abbiamo posto n(n —1)..(n —i—41)= (s, ). La serie di numeri
| positivi

(1 1) _\_- (n ) Z) (’"-5 blaev dnsy

nes
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e convergente come si vede osservando che il rapporto di un termine al
precedente & |
Tl |

"
|

e e €

quantita che, per la (7). ha per limite ¢ al tendere di » all'infinito. Per

trovare un valore maggiore della somma della serie (11) diciamo s un
% numero intiero e positivo (certamente esistente per la (7)) tale che per
== S+ 1 sia

| "

eh<o<l,

dove potra sempre supporsi o, > . Diciamo / un numero maggiore di 1
e di,l,... 4, siavrd

Y B D0 Lk ol
( ) i +1,7) [ : S T e
e 9%-{-'-7(!—{—5,«‘)@7'-77@-"4-
+ @+ s+ 4 )o'i--ﬁ(o/ ) - (ol )—}—'< 1
] J‘—'_" &) & l l Sos+1 $ls+k) \
o z!
EY (n,d)op " =8 ———.
<',,—:“ e 1(1—01)'

La serie (10) sard pertanto, per ogni valore di # in (0,«), minore di

2Mz

2Mzx \? =
—) = My — mls e' %1 |

- 1
mo = ml* > — (
=Sl \1—o
e sara quindi convergente in egual grado.
4. Risulta percid dimostrato il teorema di Volterra. Osserviamo che il
nostro metodo di risoluzione della (4). applicato nel caso particolare
H(z .%)=0. ci da per la unica soluzione dell'equazione funzionale

Y(z) —al(z) ylez) = ¢(z)
la nota espressione del caleolo delle differenze finite
Y(z) = @(z) + ai(x) g(ar) 4 a*i(ax) A(x) @(atz) + -

5. II teorema di Volterra test? dimostrato, come subito si rileva dal
citato nostro lavoro, si traduce nel seguente per le equazioni lineari alle
derivate parziali del 2° ordine del tipo iperbolico:

Per un punto O del piano passino due Segmenti di retta H, H, e

KiK. tali che o il rettangolo formato dalle parallele all’asse = per

| H, ¢ H, ¢ dalle parailele all’asse y per Ky e Ko, 0 quello formato dalle
parallele all’asse » per Ky e K, e dalle parallele all asse y per H, e
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H., contenga intieramente nel suo interno i due segmenti, allora, SE 1L
RAPPORTO ANARMONICO DEI RAGGI H, H, £ K, K, RISPETTO Al DUE RAGGI
PER O PARALLELI AGLI ASSI COORDINATI (carafleristiche dell’equazione)
NON B NE 1 NE& —1, esiste nel rettangolo, ben determinato, contenente
¢ due segmenti, una ed una sola soluzione dell’equazione

%u

12
(L2) REARI

—{—a(x,y)%—}—b(a'.?ﬁ%Z-{-c(x.y)u:f(x,y)

assoggettata a prendere su quei segmenti valori assegnati, coincidenti in O.

Un'equazione del tipo della (4) fu gia studiata con tutt’altro metodo
dal Picard (*). Tale studio gli permise di ritrovare il seguente risultato del
Goursat: lungo i due segmenti H, H, e K, K,, purché non coincidano e
non separino le caratteristiche per O, si possono dare i valori (coincidenti
in 0) di una soluzione » della (12), in seguito a che essa soluzione risulta
determinata nel rettangolo contenente i due segmenti. Tale risultato & con-
seguito col nostro teorema, secondo il quale i due segmenti H, H, e K, K,
possono anche separare le caratteristiche per O purché essi non siano le
diagonali del rettangolo in cui sono contenuti.

Matematica. — Aleune osservazioni intorno alla teoria delle
serie di Fourier-Hilbert-Schmidt. Nota del prof. AMOROsO, presen-
tata dal Corrispondente A. D1 Lecee.

SERIE ANALOGHE ALLE SERIE DI HILBERT-FOURIER.

1. Indichiamo con ¥,(z), ¥s(), ... un sistema di infinite funzioni reali
della variabile reale 2, finite e continue entro un intervallo assegnato a, b
insieme alle loro derivate dei primi due ordini.

Supponiamo ancora

1°) che le derivate prime wi(z),wi(2), ... costituiscono un sistema
normale ortogonale nell'intervallo indicato

[“w@) v de=1, p=v
1 =0, uv,;

2°) che le derivate seconde ¥'(2), (), ... costituiscano un sistema
chiuso.

(*) Picard, Sur une dquation fonctionnelle se presentant dans la théorie de cer-
taines dquations aux dérivées partielles. Comptes Rendus de 1'Ac. des Sciences de Paris,
vol. 144 (1907).
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