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Matematica. — Nuove osservazioni sul problema di Hurwitz.
Nota del dott. L. Ornanpo, presentata dal Corrisp. A. Dr LEGGE.

1. Sia
| (1) [(z) = a,2" + @, 2" + - 4+t @ + 2, =0

un’equazione di grado z, a coefficienti reali.

Come in un mio recente lavoro, inserito nei Rendiconti di questa illustre
Accademia, io chiamo qui problema di Hurwits il problema che consiste
nella ricerca di condizioni necessarie e sufficienti affinché 1'equazione (1)
abbia tutte negative le radici reali e le parti reali delle radici complesse ().

Intanto ripetiamo 1'osservazione che i coefficienti debbono essere diversi
da zero, e di ugual segno: cid risulta dalla decomposizione del polinomio
nei suoi fattori, lineari e quadratici, corrispondenti alle radiei reali ed alle
coppie di radici complesse.

(*) IU prof. Marcolongo mi ha rammentato che, per esempio, nella Dinamica del
Routh si trova gid una soluzione di questo problema; tuttavia non mi pare inopportuno
collegare col problema il nome di Hurwitz, per I'eleganza e semplicith del risultato, al
quale quest'Autore ha saputo giungere. B da notarsi, peraltro, che al determinante di
i Hurwitz si pud prevenire costruendo il risultante di Sylvester relativo ai due polinomi
} Q" agz"" 4 ..., a@" ' 4-a,x" ..., che rientrano nelle considerazioni del Routh
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Consideriamo, in relazione con (1), il determinante d'ordine »
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che chiameremo deferminante di Hurwits relativo al polinomio f(x); e
poi consideriamo anche quest'altro:
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Esso & il determinante di Hurwitz relativo al polinomio in x

firl /(H—l'(J) A
4) g9z2)=flz+y) = +(/z " A ()2 4 f(y)

Il determinante (3) & un polinomio in #: i suoi coefficienti sono fun-
zioni razionali intere, abbastanza facilmente calcolabili, dei parametri «,,
@y, ey Gney  @n. Osservato cid, noi vogliamo dimostrare questo teorema:

Condizione necessaria e sufficiente affinché Iequazione f(z)=0
abbia negative le radici reali e le parti reali delle radici complesse ¢
che, oltre f(z), anche il polinomio Q(y), nella variabile y, abbia divers:
da zero e di ugual segno tutti i suoi coefficienti.

In tal modo noi giungiamo ad una nuova soluzione dell’ importante pro-
blema. La critica ed il raffronto delle varie soluzioni avrebbero grande
utilitd; ma sfuggono intanto ai limiti di questa breve Nota.

2. Consideriamo quest'altra equazione, di grado :

(5) Cl@)=coz" 4 o™ 4+ emz 4 =0,

dove, per semplicita (non restrittiva), sia ¢, =1, ed i numeri ¢,, ¢y, ..., Cm
siano arbitrari numeri, reali o complessi. Indichiamo con —» , — 7, ,.

ey
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— rm le m radici dell'equazione (5); con cid potremo scrivere
(6) Cz)y=(@+nr)(@+7r)...(247m).

Chiamando ora A il determinante di Hurwitz relativo al polinomio
C(x), dico che vale la formula

(7) A =5 cm(rl _I" 7“'2) (71 —'I" '/'3) SHSRS (/'l + 7',,,) D (rm—l + rm)-

Nel secondo membro di questa formula s'intendono figurare tutte le (g)

somme binarie, ottenute combinando le m grandezze 7, , 7y, ..., 7.

La (7) si dimostra agevolmente per induzione. Intanto il polinomio di
secondo grado

(+r)(z+r)=z*4+cx-+c
ha per determinante di Hurwitz il determinante
7+ 7e 1
0 Pyl
Esso vale (7, 4 7s) 717 cioé ey(ry 4 7;); dunque la formula (7) & vera
per m=2.
Supponiamo che la (7) sia gia dimostrata per il polinomio (6); e con-
sideriamo il nuovo polinomio
K(z) = (z + ) C(z) ,
prodotto di m -1 fattori lineari, invece che di 7. Il suo coefficiente ge-

nerico %, vale ¢, 4 7¢y_,, dunque il determinante di Hurwitz velativo a
K(x) sard il determinante d'ordine 7 - 1

e +rey e 0 et )

es+res cstrey enfre . . . 0
(8) R=|cstres citres est+res . . . 0

0 0 0 RAE

Se ¢, & nullo, allora la (7) diventa A =0, ed & evidentemente veri-
ficata. Se ¢,, non ¢ nullo, allora poniamo il determinante (8) nella forma

[ Co 0 L () 0

Cy Cq ¢y e, caeet () 0

Cs C4 Cy o, spad 0
=

0 0 0 Sl e Cm—1

St Saptiel BEsEianas —7r 1

Ed ora moltiplichiamo 1'ultima colonna per ¢,, e sommiamo colla prece-
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dente moltiplicata per — ¢m—, poi coll'antiprecedente moltiplicata per
Cms s ., DOi colla prima moltiplicata per ==¢,. Cosi 1'ultima colonna di-
venterd tutta di zeri, ad eccezione dell’ ultimo elemento che diventera C(7).
Ma allora si ottiene subito

/‘(‘?: R C\/‘\ .

Per

ipotesi, il valore di A e dato da (7), dunque si ottiene

R = ren(r + ry) -7 + "'n) « oo (T + Tm) -
Nel secondo membro di questa formula figura il termine noto r¢,, del po-

m— 1
2

binando le m - 1 grandezze r,7, .7, ..., 7n. Cid prova la generale vali-
dita della (7).

Da questa considerazione risulta chiaramente che 1'annullarsi del deter-
minante di Hurwitz, relativo ad un’equazione, accusa la presenza di qualche
radice nulla di questa equazione, o di qualche coppia di radici opposte.

Risulta ancora un'altra veritd (contenuta nel risultato di Hurwitz): se
il determinante di Hurwitz relativo ad un'equazione a coefficienti reali non

linomio K(z), e vi figurano tutte le ( ) somme binarie, ottenute com-

ha il segno di a,, allora l'equazione non pud avere negative tutte le radici
reali e le parti reali delle radici complesse (1).

3. Dopo queste premesse, riesce abbastanza semplice la dimostrazione
del teorema che forma oggetto della presente Nota.

Le radici di f(z) =0 siano z,,zs....,z,; e quelle di ¢(x) =10
siano &, ,%,,...,&,. Fra la & generica e la x, vale la relazione

(10) st y=u,.

Se Q(y) non ha i coefficienti (delle potenze di y) di ugual segno, allora
non pud avvenire che tutte le sue radici Y1 Y2, Ys, ... abbiano le parti
reali negative; ve ne sard qualcuna per esempio 7 -6, con parte reale 7
non negativa. Ma allora ¢(z) = /(= 4 7 4 4#), che ha Q(n -+ i6) =0 per
determinante di Hurwitz, non potrd avere tutte negative le sue radici reali
e le parti reali delle sue radici complesse: ne avrd qualeuna « -8,
colla parte reale « non negativa. Ma allora [(z)=0 avra la radice
a~+n-+i(840), con parte reale non negativa. Cid mostra, dunque, che,
se f(z) =0 ha negative tutte le sue radici reali e le parti reali delle sue
radici complesse, allora il polinomio Q(y), nella variabile 7, deve avere
tutti i coefficienti di ugual segno.

Ma tale condizione & anche sufficiente. Se. infatti, /(z) =0 avesse
qu%ﬂche' radice 2 -7u, con parte reale 4 non negativa, allora sarebbe
f(A+in) =0, e 9(z) = f(z-+1) avrebbe la radice immaginaria pura Zw;
ma avrebbe anche la coniugata — iu, perché ha i coefficienti reali; e Q(4),

contenendo, per la (7), il fattore tit—ipn =10, dovrebhe essere nullo: dunque

e 3 : .
(*) Si capisce che la reciproca di questa proposizi

one non € vera,
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Q(y) avrebbe la radice reale non negativa 4. Perché cid non avvenga, basta
che i coefficienti di Q(y) abbiano lo stesso segno.

Rimane con cid stabilita una nuova risoluzione del problema di Hur-
witz; essa pud riuscire di per sé utile e pratica, ma non tanto per questo
essa € notevole, quanto per le diverse connessioni che fin da ora fa apparire
fra campi per verith poco esplorati.

Meteorologia. — Sul comportamento del mese di giugno nel-
Uandamento annuale della temperatura in Italia. Nota di Fi-
LIPPO HREDIA, presentata dal Socio E. MILLOSEVICH.

Da diversi studiosi & stato notato come verso la metd di giugno soglia
verificarsi un abbassamento della temperatura. Ragona (‘) per Modena assegnd
a tale abbassamento il periodo 30 maggio-12 giugno, De Giorgi (*) per Lecce
il periodo 1 giugno-15 giugno, Eredia (*) per Catania il periodo 4 giugno-14
giugno. Rijkevorsel (*) notd come tale abbassamento soglia verificarsi in quasi
tutta 1'Europa nella prima decade, e Naccari (°) esaminando le tempera-
ture di Torino, Milano e Venezia concluse come tale abbassamento in Italia
si estenda anche alla seconda meta.

In occasione di un notevole abbassamento di temperatura verificatesi
nel giugno del 1903, Lancaster (°) rivolse un invito agli studiosi allo scopo
di esaminare con piu estensione tale fenomeno. Luizet (7), Moureaux (%),
Gheorghin (°) apportarono il loro valido contributo esaminando le serie di
osservazioni raccolte rispettivamente a Lione, Parc Saint-Maur (Parigi), Bu-
carest, e dalle quali risultd come l'abbassamento che si verifica intorno la
metd di giugno, ha il vero carattere di un fenomeno periodico con carattere
estensivo.

(") Ragona D., Andamento annuale della temperatura. Roma, tip. Geminiana, 1876.

(*) De Giorgi C., Note statistiche sul clima di Lecce nel ventennio 1875-1894.
Lecce 1895,

(*) Eredia F., Sbalsi di temperatura e relazioni tra i massimi abbassamenti e i
diversi elementi meteorologici. Atti dell'Accademia Gicenia in Catania, serie III, vo-
lume XIII, (1900).

(*) Van Rijkevorsel E., Philosophical Magazine, May. 1898.

(*) Naccari A., Intorno alle anomalie termiche dei climi di Torino, Milano ¢ Ve-
nesia. Memorie della R. Accademia delle Scienze di Torino, serie II, tomo XLIX, 1900.

(*) Lancaster A., Les refroidissements du milicu de juin depuis vingt-ans. Ciel et
terre, 1908.

(") Luizet M., Sur les perturbations périodiques de la température en juin. Ciel
et terre, 1908,

(®) Moureaux Th., Sur les refroidissements et les réchauffements de la température
en juin. Société Météorologique de France, 1903,

(°) Gr. Gheorghin G., Le refroidissement du miliew de juin a Bucarest. Jassy, 1905.
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