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Matematica. — Su/ gradiente di una omografia vettoriale.
Nota di Tommaso Bogeio, presentata dal Socio T. LEVI-CIVITA.

Nella teoria delle omografie vettoriali — esposta dai prof. C. Burali-
Forti e R. Marcolongo nell'ottimo volumetto: Omografie vettoriali con
applicazioni ecc. (G. B. Petrini, Torino, a. 1909) () — & molto impor-
tante, sovratutto dal punto di vista delle applicazioni, la considerazione di
un certo vettore, dipendente unicamente da una data omografia vettoriale,
e che dicesi gradiente dell'omografia considerata (®).

Tale vettore e stato introdotto, dai predetti autori, mediante il riferi-
mento ad una terna di vettorl unitari ortogonali; si dimostra perd che esso
non cambia, comunque varii la terna suddetta, in guisa che il gradiente di
una omografia & funzione soltanto dell'omografia stessa.

Si capisce quindi come dovesse esser possibile (e desiderabile) — benche
il modo di giungervi fosse tutt’altro che ovvio (*) — di definire il gradiente
di una omografia indipendentemente da ogni terna di riferimento; e cid ap-
punto mi é riuscito di ottenere, in modo assai semplice, per mezzo della
definizione (1), o della equivalente (1'). In conseguenza della nuova defini-
zione, vengono semplificate le dimostrazioni di varie formule, relative al
gradiente di particolari omografie; e tali dimostrazioni espongo pure in questa
breve Nota.

Per ultimo dimostro una nuova formula relativa alle omografie vetto-
riali, dalla quale si pud subito dedurre la dimostrazione di una identita
molto importante, che lega le potenze di un'omografia e i suoi invarianti.
Tale identitd é dimostrata, nel volumetto sopra citato, dapprima nel caso
in cui I'omografia ha tre direzioni unite distinte (e allora la dimostrazione
¢ immediata), poi & accennata la dimostrazione nel caso. di un'omografia
qualsiasi; questa dimostrazione conduce perd a calcoli alquanto complicati (*);
quella che espongo qui, mi pare invece semplicissima.

Dall'identitd in questione si deduce poi, fra altro, che gli invarianti
del prodotto di pit omografie sono indipendenti dall'ordine dei fattori.

(*) Nelle citazioni, indicherd questo libro semplicemente con (0. v.).

(*) Questo vettore venne considerato, la prima volta, dal prof. C. Burali-Forti nella
Nota: Sopra alcune operazioni proiettive applicabili nella meccanica, pag. 12 (in nota).
Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XLII, a. 1906-07.

(*) Infatti a pag. 51 del citato libro, dopo stabilita la formula: (grad m) X dP—=dm,
ove m & un numero funzione del punto P, gli autori dicono che essa « pare non abbia
la sua corrispondente per una omografia qualunque che non sia un numero ».

(*) Tanto & vero che gli autori soggiungono (pag. 10) che « sarebbe interessante
trovare una dimostrazione diretta pit semplice di quella che ora abbiamo accennata n.
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1. Sia « un'omografia vettoriale, funzione del punto P variabile in un
campo a tre dimensioni; con la notazione gradee«, o, quando non vi possa
esser luogo ad equivoei, semplicemente grad «. che si legge « gradiente
(rispetto a P) di « », si indica il vettore, funzione di « e di P soltanto,
tale che

([(K[‘(({P)
(1) (grad @) X dP =1, ————,
= dP
qualunque sia lo spostamento (vettore) 4P di P.

Si riconosce subito che, se il vettore grad « esiste, esso & unico. Infatti

se X,y sono due vettori funzioni di « e di P soltanto, tali che

d(KedP)

XxdP =y X dP =1, 7P

si ha:
(xX—y)XdP=0,
qualunque sia lo spostamento dP nel campo considerato, percid: X =Y.
Se «,f sono omografie funzioni di P, si ha:
(2) grad (e -+ 8) =grada 4 grad 3,

come si deduce subito dalla (1).
Indicheremo, anche nel seguito, con i,j,k tre vettori unitari, formanti
una terna ortogonale destrogira. Si ha allora:

de

” erada— (22 1) 1 4 (%5)5 4 (% k).

Infatti, dalla (1), ricordando l'espressione dell'invariante primo di una
omografia (0. v., pag. 8, [4]) si ha:

0.4 g ., Ad(KadP) . ., Ad(KadP) .
(grad e) X ,/lex_dP—_l_i_Jx._TlP—J.*_.. '

ovvero (0. »., pag. 47, [7], [9']):

(grade) X dP — i X K (’/’—‘Iji)/zp-g-j X K(j—;j)lm-}-.--,

cioe (0. v., pag. 18, [6]):
: d 1
(gl'ﬂda) X dP = dP X l:(% ])].{. (%J),] + o ] ,

da cui segue la (3). E precisamente la formula (3) che & stata assunta in
0. v., pag. 49, [1], come definizione di grade.

L
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Se m € un numero funzione di P, ed x & un vettore qualunque, il

gradiente di . ha con zf—/lf la relazione semplice indicata dalla formula:
dm
(4) (grad m) X x = ap X

dalla quale, assumendo, in particolare, x = dP, risulta:
(4) (grad m) X dP = dm .

La (4) si pud dimostrare col procedimento stesso adoperato in 0. »., pag. 51.
Cosl pure rimangono immutate le dimostrazioni delle formule [5]-[17] del
n. 23 di 0. .

2. Ricordando che la divergenza di un vettore w funzione di P, si puod
definire colla formula (0. »., pag. 56, [2]):

. du
(5) diva=1, P

si pud sostituire alla (1) la seguente definizione:

(1) (grad @) X dP = div (KadP).
La rotazione di u si pud definire cosi (0. v., pag. 56, [1]):
du
rotu =2V 7P

e col procedimento stesso di 0. v., pag. 57, si stabiliscono le formule

(6) rot (mu) = m rot u - (grad m) /A u
(7 div(mu) = m diva - (grad m) X u
(8) div(iu Av)=v Xrotu—u Xrot v,

ove v e un vettore funzione di P.
Cid premesso, se a & un vettore costante, & facile dimostrare che:

(9) (grad @) X a = div (Kea)
(10) grad e =1 div(Kei) 4 j div(Kej) + k div(Kek), (0. v., pag. 58, [14])

(11) grad (me) = m grad & - « (grad m), (0. v., pag. 50, [2])

(12) grad(u/\) = —rotu, (0. ., pag. 58, [13])
(13) grad (K %) — grad divu, (0. v., pag. 59, [16])
(14) grad j—; = grad div u — rot rotu, (0. v., pag. 59, [15])

Renpicontr. 1910, Vol XIX, 2° Sem. 51
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v :
(15) grad H(u,v) = ((7}7 u-+vdivu,
(16) div(eu) =1, (0‘ %\ ~+ (grad Ke) X u, (0. v., pag. 57, [10])).
Dim. (9). — Assumendo lo spostamento 4P parallelo al vettore a,

che. evidentemente, & lecito supporre unitario, si ha: dP = (a X dP)a, onde
dalle (1'). (7):

(a X dP) (grad @) X a = div [(a X dP) Kea]
= (a X dP) div (Kea) + [grad (a X dP)] X Kea,
e poiche dalla (4') ri riconosce subito che grad(a X dP)==0, si ha la (9). )
Dim. (10). — Poiche:
grade= (i X grad @) i 4 (j X grad @) j 4+ (kK X grad @) k ,
dalla (9) segue senz'altro la (10).
Dim. (11). — Dalle (1'), (7) si deduce:
[grad (ma)] X dP = div (nKadP) = m div (KadP) - (grad m) X KadP
— m(grad @) X dP 4 a(gradm) X dP,
percid se ne trae la (11).
Dim. (12). — Dalle (1’), (8) risulta:
[grad (WA)] X dP = — div(u /\ dP) = — (rotu) X dP 4 u X rot dP,

ma si vede subito che: rot /P =0, onde si ottiene la (12).
Dim. (13). — Dalle (1), (4') si ha:

= . [(d . .
|:grad (h %)] X dP = div ((ﬁ% dP) = d(divu) = (grad div u) X dP,

la quale dimostra la (13).
Dim. (14). — Si ha anzitatto (0. v., pag. 56, [3]):
du du -
d—P—KE-{-(rOtD)/\,

percio prendendo il gradiente di ambi i membri, e ricordando le (2), (12),
(13) si ha la (14).

Dim. (15). — Dalle proprieta dell'omografia H (0. v. pag. 20, [1],
[2]) si trae:

(grad H(u, v)] X dP = div [KH(u , v) X dP] = div [(v X dP) u]
= [grad (v X dP)] X u 4 (v X dP) divu,
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@ poiché il primo termine dell'ultimo membro pud seriversi (0. v., pag. 51, [5]):
dv . f(av
(K T aP) X u, cios Fa u)xdp,

si conclude la (15).
Dim. (16). — Dalla (5) e dalle formule [7]. [9], pag. 47 di 0.v.,
si ha:

(au) d(au) d(an)

Iy 73
=i><( d“) it x( 3;)_]—}-]()(( dP)k-}— x( i)ud -

=I|(ad—P)—|—llX|:(dKa )1—}— (dKa ) (dKa k]

la quale, in virtu della (3), non differisce dalla (16).

Un’altra proprietd, che & spesso molto utile, & la seguente. Se %,v, ...
sono numeri funzioni di P, ed «(,v,...) & un'omografia funzione di #,v,...
(e quindi di P), si ha:

div (en) =i X ——— J+kX ="k

)a Da ¥ e ‘ y
(17) glad‘.a—_:—);gladpu—}-s; grady v
Infatti, dalla (3) si deduce:
aar. e au , [ d_l) ) 5
grad @ = |: dP v(dPl - :|1—}—
da (d . da [dv . k
+ [—“ (—“J + —a(—.]) + ]l + -
)a fduw W\ . du .\ .
[(dP ‘)‘""(EJ) dP k]‘*‘ [ ]"'

e per la (3) stessa, segue la (17).

3. Esponiamo ora una dimostrazione semplicissima di una notevole
identitd che lega le potenze di un'omografia e i suoi invarianti (0. v.,
pag. 10, [17]).

Conviene anzitutto premettere una formula assai utile. Se « & un'omo-
grafia vettoriale, ed x ,y sono vettori gualunque si ha:

(18) (@x) A(ay) = (@) x Ay — Ka(x \ ay — y A ex).
Infatti, se z & un vettore qualunque, non complanare con X,y, si ha dal-
1'espressione dell’ invariante secondo di un'omografia (0. v., pag. 7, [38]):

(Ie) (XAY) X z= (x \ ay) X az — (Y A\ aX) X az + (eX \ ay) X z .
= Ka(x \ ay) Xz — Kea(y A ex) Xz + (ex \ ay) Xz,

la quale, essendo vera qualunque sia z, dimostra la (18).
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Si pud trasformare la (18) applicando la formula:
(19) Ke(x \¥) = (L) x \y — (X \ay — y \ax) ('),
e si ha cos):

(ax) A(ay) = (I.a) x \y — Ka [(I,&) x \y — Ke(x A ¥)],

percid se si pone:
(20) Re = lja — Kea(l,a — Ka),
l'omografia Re & evidentemente funzione della sola a, e risulta:
(21) (ax) A(ey) = Ra(x \ y).

In 0. . pag. 24, [17], & assunta la (21) come definizione di Re, e
la (20) vi & stabilita in modo del tutto diverso.

Cid posto, consideriamo la formula (0. »., pag. 18, [8]):

Ka(ex) A(ey){=(T:a) XAy (*);
essa pud scriversi. applicando la (21):
(Ke) Re = Lz,
percid sostituendo ad Re il valore (20) risulta:

(22) (Ka)* — (I,«) (Ka)* 4 (I:z) Ka — ;& = 0.

E questa 1 identita che volevamo dimostrare. Ponendo K« al posto di «
si ha ancora:
(22" ' — ([,Kea) a* + ([:Ka) « — [ Ke = 0.

Dedurremo ora due proprietd dalla (22); una prima & questa che le
omografie « e Ke hanno gli stessi invarianti, cioé (0. »., pag. 17, [5]):
(23) I,(Ka) = 1l,a, (= 2 B

(*) Questa formula si pud ottenere da quella di 0. »., pag. 18, [7], ponendovi Ke
al posto di «; perd siccome la dimostrazione, che di quest'ultima formula & data in
0. v., ¢ pinttosto complicata, & utile far vedere che la (19) pud ad es. dedursi subito
dalla formula (0. »., pag. 19, [117]):

(a) 2V(x A a) = (I,&a — &} X
la cui dimostrazione & semplicissima. Infatti si ha intanto:
KxAae)=xAa—2V(X A\ «) A,
percio ricordando la (z), si ha, se y & un vettore qualunque:
KxNa)y=x /\ay — (Le)Xx \V + (ex) A\ ¥,

e poiche il primo membro pud scriversi (0. v., pag. 18, [9]): — Ke(x A\ 'y), la formula
precedente non differisce dalla (19).

(*) II prof. Marcolongo mi ha seritto, giorni sono, di aver dimostrato in modo sem-
plicissimo questa formula, come pure la [7], pag 18 di 0. »
dalle [3], pag. 7 di 0. ».

, deducendola direttamente
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Infatti, operando col simhbolo K sulla (22') si ha:
(24) Ka® — (I, Ka) Ka? + (I; Ke) Ke — I;Ke =0,

ma siccome (0. »., pag. 18, [9]): Ka" = (Ke)", confrontando le (24), (22)
si deducono le (23). La (22') pud percid anche scriversi:

(22" o — (L) a® + (I,a) « — L& = 0.

Le (23) sono stabilite in modo del tutto diverso in O. v.
La seconda proprietd & la seguente. Se B & un'altra omografia vettoriale,
le omografie @3 e Ba hanno gli stessi invarianti, cioé:

(25) I (af) = I,(Ba), (=11 i2158)
Infatti, ponendo nella (22”) al posto di «, prima ef e poi fe, si ha:

(26) afafaf — [1(ap)] aBap + [ls(ap)] @B — Is(ef) =0,
(27) pafapa — [1,(8a)] Bafa + [I:(Be)] fa — I5(Be) = 0;

operando a destra con e« sulla (26), e a sinistra pure con « sulla (27),
risulta:

wad afe — [1,(af)] aBape - [l(ep)] afe — [Iy(«h)] e =0,
afapafa —[1,(8a)] afafa - [1.(fa)] efa — [Is(Ba)] @ =0;

il confronto di queste due identitd fornisce le (25). In 0. v. le (25) sono
state ottenute, in modo del tutto diverso, solo per »=1 (pag. 20, [16])
e per =23 (pag. 8, [8]). Per »=2 la formula potrebbe pure dedursi
dalle [6],[12] di pag. 25.

Osservazione. — Due altre proprietd assai utili sono le seguenti.
Se u, v, .... sono numeri funzioni di P, ed X (#,v,...) & un vettore fun-
zione di %,v,.... (e quindi di P), si hanno le formule seguenti, facili da
dimostrarsi:

ey Gnnris X ik Maiiise s
divx = (gladu)X(lu+(g1ad v)de—{—....

ax ax
rotx = (grad ) /\d—’;+ (grado) A\ 5+ .-

Per mezzo della prima di queste formule, si pud semplificare la dimostra-
zione della (17).




