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Comunicazioni pervenute all’ Accademia sino al 7 agosto 1910.

Matematica. — Sulla determinazione di variety dotate di pro-
prieta intrinseche date a priori. Nota II del Corrispondente &. Riccr.

Come ho osservato nella mia precedente Nota di egual titolo (*) il pro-
blema di determinare una varietd V,, date le rotazioni di una ennupla di
congruenze ortogonali ad essa appartenente, ha la sua espressione analitica
nel sistema di equazioni a devivate parziali di 1° ordine, che ivi ho desi-
gnato con (A) (*); nel quale le yu; vappresentano le rotazioni date e le dipy

i s A%y o \0Zs 02y
+ l(r)a(” 37-(/ » l)lf/f
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gli elementi incogniti dei sistemi coordinati covarvianti delle congruenze, di
cui I'ennupla deve risultare.

In altri termini, varietd che corrispondono ai dati del problema esi-
stono e si determinano mediante la effettiva integrazione del sistema (A),
se esso ¢ integrabile; non esistono nel caso opposto.

Intento di questa Nota & il portare un primo contributo allo studio
delle condizioni di integrability del sistema (A) e quindi alla risoluzione
dei problemi, ai quali nella precedente Nota ho accennato, ed il cui inte-
resse per lo studio delle proprietd intrinseche degli iperspazi ho allora cer-
cato di mettere in evidenza.

) () . d F ™, ) (A,
271&_1:21';%1. A (Dlh” = Zh/ )+Z A ( Z” = L\Zj,s)

(*) Cfr. questi Rendiconti, fascicolo del 20 febbraio 1910.
(*) La formola (A) deve essere corretta come segue
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Sono note e giova qui richiamare le relazioni tra i simboli di Riemann
relativi ad una forma fondamentale

Q= _\__I.¢ Uys t(.l',- L[.l's.

che il Christoffel pose per primo in evidenza. Designando, come io soglio,
Con @y¢, ¢ quel simboli si hanno le identitd

’ \ rs, tu = — g, tu
(t!)
{ Crs, = — Qre
(b) Qrsytn ~+ Ay st + Wrg,us =0
' (L’) Ayt yus = Qus,rt -

Non & perd stato osservato ed interessa per quanto segue di osservare ‘
che le (¢) sono contenute nelle (#), come risulta combinando per addizione Yy
le () colle analoghe:

Asr,tu ~+ Asu,rt + Gty r =0 .

| > | —
Qur,su 1 Qtu,rs 1+ s, ur =0

Qi st = Qut,rs = Gus,ir =10 .

Ricordo (') ancora che, definita una V,,, secondo Riemann, mediante la
forma fondamentale ¢, se in essa si considera una ennupla di congruenze
ortogonali rappresentate dai sistemi di equazioni simultanee

(L

ds

le rotazioni della ennupla sono definite dalle posizioni

Anprs = 2. Vhij Aigr Aigs 5
le quali, posto

Y hik DY hij

1) rw= Sy 25 + 25 vhig (Yori — Vi) +- =y (vgnj ¥gin — Yonk Ygid) »
3 !

per derivazione ed eliminazione delle derivate delle 4z, conducono alle
- ( 2(q) 4(r 8
(2) Yhihi = Zprgs tpr, g &y AL A )}',(i) 1

(") Cfr. Ricei, Sui sistemi di congruenze ortogonali ecc., § I. Memorie della Classe
di scienze fisiche matematiche e naturali della R. Accademia dei Lincei, serie 5%, vol. II.
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= R, e
Mentre poi, tenuto conto delle relazioni
(3) Yhir —+ yink =0,
dalle (1) seguono le identith
(@) Yhi,ki == — Yin,ki s Yhi,kj = — Yhi,jk
analoghe alle (@), tenendo conto delle (b) si perviene alle equazioni
(8 Yhi, 15 T Yhj,ix == Yan,i =0,

che sono algebriche nelle 4’ e di primo ordine nelle rotazioni della ennupla.
Dalle (a) e (8) seguono poi le

Yhi, kj = ¥Ykj,hi

le quali anzi nel caso di z =3 assorbono tutte le (B).
Si osservi che, posto

(4) 20y = Yink — Yikn

si possono reciprocamente esprimere le yixx per le d, poiche, tenuto conto
anche delle (3), si hanno le

(4') Yink = Jink —I— O + Oi -

Alle rotazioni della ennupla ortogonale considerata si sostituiscono cosi
le curvature geodetiche rappresentate dalle dj; raddoppiate e le anormalith
rappresentate dalle d;u; quando gli indici 7, /4, % siano fra loro distinti. Per
questa sostituzione le (8) assumono la forma

Adhix | g

)(}lhk,
3 T s T e — 2259 dign + Ing Iini + dg )

(B)

1. Dimostreremo ora che si perviene al sistema (B) derivando il si-
stema (A), eliminando dal sistema cosi ottenuto le derivate seconde delle
funzioni incognite 4, e lenendo conto del sistema primitivo.

Se a questo si da la forma equivalente

gy s
(& S, e oo b e
81 riconosce che gli si pud sostituire il sistema

oy
(As) 2 1 = 3 Buij s =+ S Ynij Oies »

)‘l:b
ponendo ;
Mijyrs = Aifr Ajs - Riss A r
oo =Dy Ay s —— R Aoty
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188 .—
e rappresentando con
() Brij = Prji
w indeterminate.
Posto
(6) Qigy = ,3|'gz + Yigl »

se, derivate le (A,), si eliminano le derivate seconde delle )., si giunge
ad un sistema di equazioni, il quale pud essere sostituito col seguente

= == =ij Yhij =rst

O(Dahf}; Y Dﬂh,‘g) .= = (DJ:j/i's - _Ddf'j/r[) l;r) l;s) l;‘l)

@) . S Sk T s
[
My rs DMt 20m 79 3t
/ + Sy Bnij Zrst (D—J,— ) R A

Posto poi ancora
‘9;}/7'5! == }'i/r Elg Yilg d‘Ig/sl

Yoo p— S
Vijirst == =ig Xigl lg,r dtj{/sty

eliminando per mezzo delle (A;) le derivate prime delle Ay si ottengono
le

Olijrs OMijire

L ‘-9fj/ rst + ‘9_7‘r',rsl + Vij) rst + Vji)rst

Ty D5
ijirs 0ij/rt 9. g 5 v
— — —— = iy — "rl+ il st = Vii
)-Tz 31‘5 [ rs Ji[rs iyfrs Jirst

per le guali dalle (7) si passa finalmente alle

Ak Ay
8y 8k

(8) = 2i enri Oign Z (@hig etipy — otpix etigy) -

Se tra queste equazioni, a cui siamo giunti operando sulle (A,), in-
vece che sulle (A,), eliminiamo le indeterminate ausiliarie Bnij , otte-
niamo il sistema di equazioni, a cui saremmo pervenuti operando diretta-
mente sulle (A,) stesse. Ora dalle (4) e (6) (ponendo mente anche alle (3)
e (5)) seguono le

Cipk — Cigp = 2 Jihk

Gk~ @inn = 2 Binx ;

le quali ci dicono che per eliminare tra le (8) le B conviene combinarle
fra loro in modo che nelle equazioni risultanti appaiano soltanto le diffe-
renze ainx — ey, € partendo da questa osservazione e avendo presenti sol-
tanto i primi membri delle (7) si giunge subito alle (B).

2 — e
Notiamo che queste sono in numero di i 21)3(71 2) , poichd i




ey

loro primi membri cambiano semplicemente di segno scambiando fra loro due
degli indici ¢,%, g.

2. Se le rotazioni y,; sono costanti, le (B) non contengono le funzioni
incognite e rappresentano quindi delle condizioni necessarie perche esistano
delle V., in cui si possa tracciave una ennupla di congruenze ortogonali,
per le quali le rotazioni abbiano valori costanti dati.

Applicando un noto teorema del sig. Riquier (*) si pud dimostrare che
le dette condizioni sono anche sufficienti; poiche, nel caso delle rotazioni
costanti, I'essere soddisfatte le condizioni (B) importa che il sistema (A,)
e passivo; e si dimostra poi facilmente che esso & anche orfonomo. Percid
basta attribuire a ciascuna variabile una sola quota, la quale per le varia-
bili indipendenti deve assumersi eguale ad 1 e per le funzioni Anp si assu-
RL/Y

s
nella ipotesi che sia s > 7, mentre la quota del primo membro risulta eguale
ad s~ 1, nel secondo membro incontriamo soltanto le quote »,s ed 7 - 1
tutte minori di s 1.

3. Se in una V, definita intrinsecamente mediante una forma fonda-
mentale ¢ si considera una ennupla ortogonale di congruenze di sistemi
coordinati covarianti 4, 1 sistemi covarianti delle congruenze di ogni altra
ennupla ortogonale si ottengono poneudo

merd eguale a p. Imaginando risoluta ogni equazione (A,) rispetto a

Wh)r = 2k Chx Ar/r

con ¢y rappresentando i coefficienti della sostituzione generale ortogonale
di ordine 7.

Come risulta dalle (2), per queste posizioni gli invarianti yp,,y; definiti
dalle (1) vengono sostituiti da altri, 'z, legati ad essi dalle velazioni

14
Yhi ki — Z Chh! Cx! Ciit Cjjl Yr!il k'5! -
TR
Posto poi
r Ny
Yy = Z YWy The= D Thiyms
7

i

dalle precedenti seguono le
Yhh == WK YNK Chw' Ci -

E se si ricorda (*) che per ogni V, le congruenze principali sono caratte-

rizzate dalle condizioni
e =0 (per A= %),

(*) Les systemes d'éguations auz dérivées partielles. Paris, Gauthier-Villars, 1910,
paragrafo 115.

(*) Cfr. Ricci, Direzioni ed invarianti principali in una varietd qualunque. Atti
del R. Istituto Veneto di Scienze Lettere ed Arti, tomo LXIII, parte 2°.
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e che, soddisfatte queste, le y;» rappresentano gli invarianti principali di V,,,
si riconosce che le ennuple principali di una V, si ottengono riducendo,
mediante sostituzioni ortogonali, a forma canonica la quadrica di coeffi-
cientl ypx .

Da cid e da quanto & stato esposto nei paragrafi precedenti, poiche
per le (1) le yui,x e quindi le yu risultano costanti, quando lo sono le
rotazioni, segue che:

Per ogni V, dotata di ennuple ortogonali A a rotazioni costanti:

1°) Gli invarianti principali sono costanti.
2°) Le linee delle congruenze principali hanno inclinazioni costanti
su quelle delle ennuple A; e sono esse stesse a rotazioni costanti.

Geologia — Sull’opportuniti di un completo istituto Vesu-
viano. Nota del Socio CARLO DE STEFANI.

Penso non sia disdicevole alla principale istituzione scientifica d'Italia
I'intrattenersi sopra un argomento che interessa non soltanto la scienza ma
direi pure la reputazione del nostro paese; intendo dell'Osservatorio Ve-
suviano.

B il Vesuvio, fra tutti i vulcani del mondo, quello la cui storia & meglio
nota e quello sul guale si ha il piu straordinario numero di pubblicazioni.
Per quanto modestamente grandioso, esso & un vulcano di gabinetto; & oggi
fra tutti 1 vuleani il piu comodamente accessibile. Attiguo ad una capita-
lissima citta sede d’ogni buono studio, & agevole ad avvicinarsi ed a per-
corrersi e trovasi in sostanza nel bel centro della civiltd europea.

La sua attivitd, con tutte le forme che variamente possono alternare in
una regione vulcanica, non cessa mai.

Se un vuleano, sto per dire cosi comodo, si trovasse al Giappone, nel-
I'’America settentrionale od in qualsiasi degli altri Stati d'Europa. non metto
dubbio che avrebbe per compagnia un Osservatorio fornito di quantd la
scienza oggl esige per compiere gli studi relativi ad un vulcano; e se un
sentimento nobile, per quanto poco giustificabile di fronte alla scienza, non
lo vietasse, potremmo ben accettare la proposta di un completo e grandioso
istituto internazionale fornito di tutti i mezzi atti allo scopo. Pure, se non
vogliamo ingerenze turbatrici di estranei, ci converrd far qualche cosa piu
di quello ehe facciamo oggi.

Vero & che gli ostacoli finanziari si oppongono all'immediata e completa
soddisfazione dei desideri e spesso anche dei bisogni piu urgenti e piu
giusti; pur son di parere che, determinata per tempo l'idea, questa possa,
sotto gli auspici dell'Accademia, meno tardivamente passare al concreto.




