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Matematica. — Sulla risolusione della congruenza
(mod p”). Nota del prof. A. TonNeLLI, presentata dal Socio V. CErRrUTI.

= B noto che, riconosciuta possibile la congruenza
) 2= ¢ (mod ")

non si possiede aleuna espressione atta a rappresentarne le radiei per ogni

valore di p primo dispari. Infatti quando p ¢ della forma 8 4-}-1, anche

rrere al tentativo calcolando i numeri

se A=1, & duopo ric

2P, s 6P,

fin tanto che non se ne trovato uno che & quadrato perfetto. Per 2 > 1
poi si conoscono dei metodi mediante i quali si pud risolvere la (1) quando
sieno note le radici della congruenza

(2) ¢ (mod ;

e cid sia direttame

te, sia risolvendo successivamente delle congruenze come
la (1), nelle quali 2=1,2,4.... In ogni caso perd non si assegna mai
una formula risolutiva della (1).

« In questa Nota io mi propongo di dare

rapprese

spari 7, o di 2.

1 formula cui io giungo ha

che pratico; ma, per la sua generality, pud
Infatti ser

ndomi di questa formula
a delle radici della (1) per mezzo

. Qualunque sia p primo dispari, potrd sempre porsi sotto la forma

con s=1 e « dispari, non avendo nissuna importanza il caso di g

Avremo allora

con y dispari
/ P

T =1 (mod p*) .
Allora se s>1,

rdando che p & dispari,

pure

T===1(mod p").
Sia g un non vesiduo di p e quindi di »*, e si designi con £ un numero
).
ad uno se si ha il segno inferiore (—): allora potremo scrivere la
gruenza

che assumeremo uguale

sero se nella (3) si ha il segno superiore (

uguale

1 (mod p*)
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=1 (mod p*) .
Da questa se s> 2 trarremo ugualmente

4) 2 gz\_lv"t == 1 (mod p*)

¢ quindi, designando ancora con & un numero che supporremo uguale a zero
se vella (4) vale il segno superiore (), uguale ad uno se vale il segno infe

riore (—), potremo scrivere

12,
Y =1 (mod p*) .

« Prose do con questo desi metodo, supponiamo che, essendo
st

i sia giunti alla congruenza

B T PR
2 2 |5yt n |

(5) e g =1 (mod )
dove le &, &, ..., &—p 5000 ancora uguali a

ero 0 ad uno, e sono state deter-
minate nel medesimo modo tenuto per determinare &, ¢, . Allora, se s > /& ,
avremo ancora

= == 1 (mod p*)

¢ designando con &, un numero che & zero od uno secondo che in questa

congruenza vale il segno superiore () o il segno inferiore (—), avremo

-l (mod p*)
e quindi la (5) pud considerarsi vera in generale, se s>/ —1.

« Una circostanza importante a notarsi ¢ che le & sono indipendenti
da 2, per modo che se si fosse seguito il medesimo procedimento partendo

dalla congruenza

¢t =1 (mod p)
si sarebbe oftenuto aucora
ai=ho g htigie oy 4

(5 Gl =l 1 (mod p)

dove le & hanno i medesimi valori che nella (5).

« Per provar questo bast e che avendosi

a 0sserva

==1 (mod p)

a

essendo p e p™' dispari si deve pure avere

a?

==1 (mod p*)

per cui essendo y=a.p*' & chiaro che nella (5) le € non possono avere
valori diversi da quelli che si sarebbero ottenuti nel giungere alla (5').
« Cid posto, faceiamo ne s e moltiplichiamone i due membri

per ¢, ayremo

WEsL
te® gt

¢ (mod p*)




¢ quindi

c==cTy i T =l (mod )
rappresenterd le radici della (1).

= Ponendo per brevitd

(6) p=c=c * P '® (modp?)

(6") Y= (mod p)

rappresentano respettivamente le radici della (1) e della (2
< Oss

viamo che la (6) pud scriversi

1
(mod p*)

ed allora, poich¢ la (2) non ha che due radici rappresentate dalla (6'), ne
seguird cl

, Se y rappresenta una radice qualunque della (2), avendosi

(mod p)

quindi

(mod p*)

potremo porre

T (mod p)
ro le radiei della (1) v
della (2) ().

« 3. Determinate le radici della (1) o della (2), colla conoscenza di un
non residuo, si otteng

no cosi immediatamente espresse per quelle

ono subito le radiei dell'altra

22 =—¢ (mod p*).

Tnfatti, poiché questa e la (1) non possono contempora
se non si ha s

samente aver luogo

avremo

(2 4* — gy =) — ¢ (mod p*)

(1) Questa formula, da me comunicata senza dimostrazione all'illustre professor
E. Schering, & riportata in una mia N

Sulla soluzione della congruenza 3= c (mod i)

desimo pro

lezza di ntare all’Accademia di Gottinga, La

ne cola accennata dal prof. Schering non & quella che ho dato qui come appli-

¢ delle formule precedentemente ottenute
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quindi :

= o gt =t

(mod p) .

« 4. Consideriamo qualche caso particolare. Se s==1 si ha subito per
le radici della (1), poiché ¢ = 0, l'espressione

(mod %) .

Questo risultato & noto per 4 —= 1, sapendosi che le radici della (2) quando
p=2x—-+1=4k- 3 sono date da
p*1
Yy==¢c"*'==xc+ (modp).

2 ovvero p=4e-+1=8k-5, si ha

r==c !/w e (mod p*)

gi= a1
dove sard
=0 se ¢ =1 (modp)
e=1 se ¢ '=—1(modp).
La formula corrispondente al caso di & =0 & pure conosciuta per

« Si pud perd giungere ad una espre:
atta a rappr

L:
ione che non contiene & ed & quindi
entare le radici della (1) sempre che sia p=8%--5.
« Infatti si sa che pud prendersi =2 e che alla congruenza

¢~ = =1 (mod p*)
deve necessariamente corrispondere 1'altra
¢* === 1 (mod p)
e viceversa.
« Allora se si ha
e*=1 (mod p)
avremo

— 1 (mod p")

e se si ha
¢* = —1 (mod p)

avremo

2 (mod p)

e+ gyl —=or'te = g (mod %)




per eui

(mod 77)

rappresenterd le radiei della (1) quando p=det1

- Riprendendo la formula generale

“lat

T g

"2 (mod p*)
vediamo se essa mon possa e
soluzione della (1) sia neces
che pc

v di qualche utilith anche quando per la
ario ricorrere ai tentativi. Il massimo valore
assumere ¢ & 2! — 1, per cui il ma

imo numero delle prove

che dovrebbero eseguisi per trovare il valore di o corrispondente alle

radici della (1) sarebbe &

Questo numero, quando
@>1, & piu piccolo del numero possibile delle prove da f

farsi quando per
lvere la (2) si doves:

ero caleolare i numeri

o per risolvere la (1) si dovess

per verificare quale di essi & un quadrato perfetto.

= Si vede che il numero delle prove possibili per dete:
solo da p, ed & indip
ed ¢ dispari il nume

Tminare ¢ dipende
Cosi per p =8« -k 1

endente quindi da ¢ e da 2.
o delle prove per det:
o non dipende da 2

linare ¢ non pud mai superare 3.

» Per determinarne il valore baster:

« Inoltre, poicl
vedere quando si ha

e

_ ¢ (mod p)
ovvero

=1 (mod p) .
Si caleolino allora i residui
¢* = a (mod p)
7*"= b (mod p)
uito basterd vedere quale dei mumeri

a, ab, ab?,

abbia per residuo uno rispetto al modulo P, e trovato
a b =1 (mod p)

sard determinato ¢ che pud prendersi uguale

le operazioni da farsi, dopo calcolati ¢ e 4,

non delle estrazioni di radici ».

a /. Sivede che in questo modo
sono uniformi e pii semplici che




