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MEMORIE E NOTE
DI SOCI 0 PRESENTATE DA SOC1

Matematica. — Nuova dimostrazione del teorema sullo svi-
luppo per polari delle forme algebriche a pite serie di variabili.
Nota del prof. A. Caprrui, presentata dal Socio CREMONA.

« La dimostrazione di questo teorema contenuta, come caso particolare,
nella Memoria da me presentata nel decorso anno (') a questa illustre Ac-
cademia, consiste nella costruzione effettiva della formola di sviluppo mediante

un uso conveniente dell'operazione (*):

Dez Day - Dau (n—1)4+Duu - Dy Dzl
(1) Hayyu=|Dyo 14Dy = Dy = ! 2 (I
BSOS e, s Duy - 14Dy Do
Due Du o (1—1)+Du DD

(*) Rendiconti: febbraio 1891.
(%) Cfr. Ueber die Zurickfilrung der Cay,
Polar Operationen. Mathem. Annalen Bd. XXIX.

ley'schen Operation % aif gewdhnliche




== fi=

composta colle operazioni di polare elementari:

) 2
Dyg —1/\7‘,‘4-'13 +W+VVE' g =78 1)

fra le » serie date x , 2. Quella dimostrazione si poteva fondare in-

differentemente sulla prima o sulla seconda delle due espressioni equivalenti
rappresentata nella (1).
« Nella nuova dimostrazione che siamo per dare 'operazione Hy. ... viene

della stessa operazione H,

utilizzata in un modo molto diverso da quello ivi tenuto, con un procedi-

mento che si collega necessariamente all'uso della seconda delle espressioni (1),

né potrebbe egualmente fondai
« Non f

una notevole differenza nella forma del risultato, ci

i sulla prima.
se le due dimostr

quindi maravigli ioni presenteranno altrest

¢ della relazione fonda-

mentale da dimostrarsi (!):

F (a9, H.df+D 4. g

in cui H & la stessa operazione (1), le 4, 4; sono operazioni di polare fra
le z,y
delle » serie
il risultato di quella prima dimostrazione,
per tutte le ¢;. La nuova dimostraz che daremo ci condurrd invece diret-
tamente a delle forme ¢; tali che da ciascuna di esse si trovi esclusa la
3 ad una relazione identica della forma:

,u, ¢ le ¢; sono forme algebriche che contengono soltanto 7z — 1

s, 2. Invero le # — 1 serie di variabili di ogni ¢;, secondo

non sono necessariamente le stesse

one

stessa serie x; poiche essa ci condun

AR s

%)

)

g+ apy = m

¥

non contengono pili, evidentemente, la serie

(1) Per v=n si ha:

Hay..

che applicata pit volte di seg
secondo le potenze del determinante (zy.) e lo polari di forme con #—1 seric di va-

riabili.



o
|

« 1. Per giungere alla dimostrazione della formola (2) procederemo col
metodo di induzione da »—1 ad z. Supporremo dunque che la esistenza
di questa formola sia gid stata dimostrata per forme con z— 1 serie di va-
., % @ basandoci su tale supposto mostreremo come se ne deduca
una formola analoga per il caso di 7 sevie z,7,..,%.

« Sviluppando il determinante, che di la seconda espressione di H,y, ...
nella (1), secondo gli elementi dell'ultima colonna si pud scrivere:

riabili y,

@) Hiyrn—HyenDm =i Dy = D e g D
dove
(' =—1)=-Di MDY D
4  Hyu=
D, EoRr2 =T NT) O |
Dy o B0 Sy,

e dove le 4,, 45,.., 4,, sono operazioni di polare che si potrebbero del
pari rappresentare con determinanti minori di ordine » — 1. o

« Dalla identith (3) applicata ad una forma algebrica qualunque f (2,
u), di grado w nella s , @y, si deduce ora:

[+ 4 Day [+ 4Dz f -+ dusDecuf

« 2. Intanto, se F(MJI £ ¢,.,u) ¢ una forma qualunque, composta
colle m — 1 serie y, &, ¢,..,u ¢ di grado m 1 nella serie y, esiste, per
supposto, una formola analoga alla (2), del tipo:

Y4

() WH e f (2,918 r u) =T,

©) By 86y w) = Hyp dF -+ Z 9

bt Uy =t )

DD Dit.F

in cui le 4 sono certe operazioni di polare ben determinate fra le y,2,4,..,%.
Se ora noi poniamo in questa formola generale :

B (Y £rst) = (0 hi) < (2

dove (ay b-..d,) & il determinante composto colle forme lineari

%3 (831ex1 1)

ay=a Y1+t s+
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e dove nella /(& ,%) consideriamo per un momento le z come delle
costanti, ayremo in particolare

@ (aybsdi)-1(: J,.,.Z():./,Hf,;_‘,,:(zzvb;../[,,)./'(.’z"

poicheé & facile riconoscere che, per @, - @s - 4= @ue =0 -1, si ha iden-
ticamente :
D:;Dj;A.Dj;;f';(n,,//_-..41“)‘/1,/: |
Cid posto, se
®) 4= (Dyy, Dzz, ., Duwes Dyz s Dyus o)
& l'espressione di 4 come aggregato razionale intero, a coefficienti costanti,
delle operazioni elementari da cui dipende, e poniamo:
©) a'= (14 Dy, 14 Dzzy ooy 14 Duus Dyzy Dy )

si riconosce senza difficoltd che:

(i b ) 5 92 o ) (B ) A F e (2 500)

onde, sostituendo cid nella (7) e dividendo quindi entrambi i membri di
quell’ identitd per (ay - .. d), si conclude:
e

yoeat [ (& Y B oo W)
5) 'operazione 4" definita dalla (9)
¢ teniamo conto dell’ identitd (10), otteniamo la formola
(1) (0 (e 93y s 10) =By A’ fA-4'd Doy [~ 4y Do -4 A, Do f
che seriveremo pit compendiosamente cosi:
A1) f(zgsaret) = Hayud's [~ 41 Dy [ + 45 D [+ =ty Do fs

« Ma se applichiamo a ciaseuna delle forme Dgy/, Doz /, ... (che sono
tutte di grado u— 1 nella serie ) lo stesso procedimento tenuto per la £,
otterremo delle espressioni analoghe
Duy f=Hay.eQs-Daey [+ Qi Dazy- Dary [+ Qa D Day [+ +4-Qn-1 Doy - Doy

Q' " Qs Dary - Dz /4= Q2 Dizz - Dz f =+ Qs D Do f

P essendo sempre le Q certe operazioni di polare fra le 2,7, ..,u; le quali
espressioni sostituite nella (11)' ¢i daranno un risultato della forma:

£(@ s 5, o s 1) = Hayous d8f 4= 03 Dloy [+ A2 Dol b D

442 Dy Doz [+ 413 Dy D [+



Procedendo allo stesso modo, cioé applicando a ciascuna delle forme D%/,
Dyy Dz f; ... (che sono tutte di grado w— 2 nella serie #) la relazione del
tipo (11)" otterremo similmente

[(@2,5 ey 1)=Hay i 5" f4 4103 D3y £ - 41fs D2y D f+ 445Dy D Dief

e cosi di seguito finche si giungera ad un risultato della forma:

£(@0 38y 1) = Hagoao 48 4 4§ D% D2 D f

e =
che & appunto la relazione (2) per le 7z serie z,y, 3., %.

« La formola (2) resta cosi dimostrata ed & importante notare che /¢
operazioni di polare che figurano nella (2) non dipendono affatto dai coef-
ficienti di f(z,y...,u) ma solo dai gradi di f rispetto alle serie z,y, .., u.
Infatti, se si ammette cid per lo sviluppo (6) con »—1 serie y,2 ..,u,
il procedimento da noi tenuto ¢i mostra chiaramente che il medesimo ha
luogo anche per gli sviluppi relativi alle  serie z,y, .., %.

11.

« 1. A maggiore schiarimento applicheremo la teoria ora esposta al caso
di tre serie di variabili:

Per questo caso si ha:
OIS PR (D

M=l "D, 1D, Di |—DuHy=—\De—4D..
e Dk
dove :
v 2 Dz
e BReE ‘ — (2-D-2)Dy—Dsa Dyi=(1-D.)Dye—D, D
D.. Dy
e P Lnll b~ DD
: D. D
(R )
e [ T e S o (D) = Dol
i ‘ D., 1-Dy

cosicehd la formola (11) del § precedente diviene:
(@) Wof (@52 8) = Hugsat! f+ 4 4y Doy~ 4 45 Das f
dove ora 4’ @ un’ operazione di polare fra le y, s che deve dare identicamente

() @ (s 3) = . Hyep (
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« 2. Per calcolare D'espressione effettiva di 4" si ricorrerd, secondo la

teoria esposta, alla formola fondamentale (2) relativa a due serie di variabili.
Questa formola come segue facilmente dall'identitd
Sl D5 2T H,./

(@ R T S Ea

applicata pit volte di seguito (ciod prima ad /£, poi su
D2,

; ecc.) & la seguente :

§ 1 S D., D,
1) T u(e—1)2
D2,y D2y

ple—1)(n—2)(A41)(2F2) (2

|

L L.()+1)|).

Ponendo ora in questa formola

£ (3) = (ay02) 9 (5. %).
se ne deduce, dividendo ambo i membri per (a, b.):
DD .
+1)m. (m -2) (m 3) T

yz

R I
(1)

z)(,,z:\_:s)(,n'+4)+"'
DZ) Dy Lol
”—F‘m+].(«/L'+2)(m'Li}).,iuz'{-//L+Z)) Huoly

il che si pud anche serivere cosi:

@ g e D,‘,;: ey ()

L'operazione 4’ che soddisfa alla (b), e deve sostituirsi in (a), ¢ data
dunque da:

(0] s (e

() Se in luoga delle operazioni

vogliano addottare le operazioni corri-
spondenti Dy, Ds, gid usate da Clebsch ¢ Gordan, legate alle mostre dalle relazioni
identiche :

Dy:=D,.Dyy , D:y=D,.D;,

dalle quali si deduce

Diey Diys () 2 )= m (m—1) . (m—ich1). (/1) ('}

I pegi
— = b
T A

). (i) DL Y, (3, )
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« 3. Le operazioni di polare el secondo membro della () sono cosi tutte
determinate completamente. Innanzi di procedere seriveremo la (a) pit bre-
vemente cosi:

(CORBTIAC: o S, T G /S SO
con che si mette meglio in evidenza che le operazioni di polare T,
T, dipendono soltanto 4
¢ dai coefficienti di /.

« Ponendo ora in questa formola in Iuogo di / la D, / ovverola D,./,
se ne deduce:

e Dz f

i gradi m ed ', ciod sono indipendenti d

(L= D e

s Tmeryit Doy [ == st D2y f == T et e D,
+1 Deex [+ T'oyntar Dy Dece /== T mmtecn

Sostituendo queste espressioni in (), questa ci da:

3 (—1) Tonoir = Tonmr Tones 41
A A IR

S T DY

Si sostituiranno ora in questa formola in Inogo di D%, /', Dy De- /',
le loro espressioni secondo la (a), ciod:

(0—2). D%, f + Toco Dy [~ Tmaent Dy f =T inw i D2y Dica f
ecc. Cosi procedendo si giungera alla formola finale :

—h s Y

vz

oiins Dy Dt/

ottenendo per le . delle espressioni composte con legge semplice per mezzo
delle T, T, T" affette da diversi indici ».

la formola (c) verrd surrogata da

% i LTS T P HRDIDY Syl JADJE=0, B0 R0 R
0] 0= wagy T e S A e

- Da D A

ta su una forma w(y,s) dara un risultato che si pud anche
ente cosi

i1
m1

ey W)=
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