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Matematica. — /i integraii algebrici dell’equazione di Lamé.
Nota del Socio FrRANCESco Brroschr.

1. In una Memoria che ha per titolo Sopra wna classe di equazion:

differenziali lineari del secondo ordine pubblicata negli Annali di Matema-

tica (T. IX seconda Serie. Anno 1878) ho dimostrato che la equazione dif-
ferenziale :

(1) ¢ () T4 (s d”[:Qi—-+J
as ds
nella quale :
¢ (5) =48 —gos— gy =14 (s—e)(s—e)(s—es)

v un numero dispari e £ una costante, ammette integrali algebrici.

. . . ) 1 "
« Indicando con P (s) un polinomio del grado econ & una qual-
sivoglia delle radici ¢, , e, , ey, ponendo :

V=1

]‘(\)j‘;l (\——\) u (\) (f (\)

g —

(2) h(@)="1Vu(E)—Vr(@)—2((—a),
to (@) =11 () + 1 (@) — 2 (s — )
Rexprcontr. 1892, Vol. I, 2° Sem. 43
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] che 1 valori degli inte arall

, anche dimostrato

, della equazione (1) sono

&4 (81 N titse)
— D () (s —3)°
=1P () LA(EL L,"‘
lT = 5 (-‘I)_“ 0 T La(Sr)
— s) (s — %) =
=1 L (s)_J (s)
ndo a=2¢% ed a = nelle essioni (2).
Ques i p <formare nel modo seguente. Essendo:
B 1]
(a) ts (a) =% (s —a) _‘v—‘~—|u(\)_j
hanno L
( \> (a) +—4(s—a) 4 (s — )| 2 & f|;1~;]
(a)| t: (2) + —a) |= — ik 7:‘7—1.](,';}
() £ (a) -4 (s—a) |=L(a) (a))| ts(a) + 4 ( i,‘)],,_\l('.'
po
L(a) Y u(s) =fu(a)]—2(S— 7)
M(az) ];1>—]~l) —4(s—a)
. Si ottengono cosi le due relazion
( 5 : - [ ()
f(s—a)| = ST Vu(a) L ()
L At.(a)
{ 5 - = W/ 1)
{($S—4a))| a Fs— Yyul(a) | M ()
= It (n)
pel lori di 7 trascurando un coefliciente costante ]nvlplu\w
rma :
L'(5) IT L (s,)
(3) -
y: =M (&) 11 M (s,)
- Si noti che posto
A, =1 n(s) — V1), Br=2(s—%), ( Vo (8) 411 (§)
A V w(s) Vi (5). B 2 ( &Y% s |1 (5) [ (%)
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¢ quindi :
L(§)=A*—B*, M(f)=Ct—B®
sSono =
L(s;)=(A—A)—(B—B,)?, M(s,)=(C+A,)*—(B—B,)
« 2.0 T valori (3) possono essere nuovamente trasformati colle seguenti
considerazioni. Sia F (z,, 2;) la forma biquadratica :
F (3, 8) = &1* — 602, 3. -} 2.%;
indicando con :
H = (FF), T=2(FH)
i suoi due covarianti, si hanno pei loro valori:
H=—oF — (90> — 1) 2,2 5,° T = (90> —1) 3 22 (3. — 2,%).

« Supponendo nelle formule del paragrafo precedente &= ¢, pongasi

e
0= 2 " ed (])
G — C3
H

“) S:_(c‘z-('a)IT
s1 ottengono le:

w(e) &'t €1==627 %% 2\9 =63,  3\e
A—nfz—:z F y . §— 6= F (en-*—cz),é—t.«f F (2 —41%)

e quindi:

() =1L "Ffm (3:* — &%),

« T valori di L (%), M (&), L (s,), M (s,), si trasformano cosl nei seguenti :

L(5) =4u () 3 ME) =4 (o) Fr

1 A s S\ el
L ('Qr') == IT[(C'Z . Br:). g (Ar. R Br ) ;2.]

1 1
M (s,) = li [(A2—B2)T 5 — (¢ —B2)* 5" |

e gli integrali y,, y. diventano:

v U

(5) =g L hET
all Pt

essendo :

U=2,8(s%,8?), V=28 (8% ,4°%)

acdt (3). T coeficienti delle pit

a

od S un polimonio in &,*, 5* del grado

(1) Pick, Ueber die Integration der Lamé'schen Differential gleichung. Accademia

delle scienze di Vienna. Anno 1887.
() Alphen, 7raité des fonctions elliptiques. T. II, pag. 474.
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alte potenze di &° in U e di s in V potendo ritenersi eguali all'unita, 1
s = . . r— 1
polinomi U, V contengono ciaseuno oli stessi coefficienti in numero -
. 3. Per determinare il valore di questi coefficienti si osservi che posto
;— —L dalla relazione (4) si ha:
T

ma pel valore di T

jnindi

: Dalla prima delle (5) derivando si deduce la:

rv— P
U 4}L

21 9(3) ay
L ds =

(6:—e3)° P

derivando di nuovo:

1 ’ —
[po——lppry_

4 [ ) L4 & ;]
———NG(8) s PiNS) e —=- Ly
er— ds® g 8 2

U =»U, U'=vy(v—1)T,,

si avrd percid: per la (1)

4 ,('7'7:', ; v(r—1)
Tt |h=— -(FU0),— v (5 ;‘:)l' n

4
].‘ i

rammentando il valore (4) di s, si avrd :

(FU); = — A1 —— 0]

) 177—])(}._‘ — 2;)

nssia :
.J[V'::_‘Lﬁ(,;‘;: riu*"}_f’l'“ U

I

4t
nl:—])(,.:_,i)
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« Da quest'ultima equazione si ottengono i valori dei coefficienti di U
¢ quello di %; quest'ultimo sard dato evidentemente da una equazione del

y -
grado —— -

« Pei casi di »=1,3,5 si avranno :
i =0 =29, ' —Tgst+20¢9;=0.

« 4.2 Una speciale proprieta degli integrali y,, y. dell'equazione differen-
ziale (1) rilevasi dalle seguenti considerazioni. Sia /(7 7.) una forma bi-
quadratica a coeflicienti costanti, e supposto sostituiti in essa per y,, y, i
loro valori, sard :

[ Yy y2) = 2 (s)
essendo & un polinomio in s, il quale, come & noto, deve soddisfare ad una
equazione differenziale lineare del quinto ordine. Questa equazione & la

seguente :
g+ 59y 5[ gt 44 (65— ) 9 |5+
P8 ['5 C—y)e+6(3s—y) 9'] 3+
_;-[tu (83— 4y') ¢’ 4 48s(3s — B5y) + 641."21 416y (4 —35)s=0

nella quale :

ll':’—('—j;‘;)-\'—{—/

« Posto :

v—1 V=3

>

s=58% +ars® 4+ a

relazioni, ma il coefficiente della piu alta

la equazione superiore da

: . oo e I AR
potenza di s essendo eguale a zero riduconsi a _t— , cioe sufficienti a de-

terminare 1 valori di a,, @s ... ay—, e di 7.

«Per »=1 si ha s=1, {=0; per »=2 si ha s=s—3¢, e

(2=239,; per »==3 si ottiene s =s*— 3¢5 4 75 (2382 —81y,) e




