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lavori notarono il Berthelot e il Menschutkin, che non sembra troppo in ar-
monia colle leggi del Berthollet;

« 2.° di aver mostrato che il comportamento ottico dell'acetato e in
genere dei sali di nicotina e assai diverso in soluzione acquosa e in solu-
zione alcoolica o henzolica ed inoltre che le equazioni stabilite per esprimere
il potere rotatorio dei sali di nicotina in soluzione acquosa in funzione della
concentrazione non hanno piu valore per soluzioni molto concentrate ;

« 3.° che con tutta probabilita la nicotina e basi analoghe nell'acqua
acquistano proprietd alcaline piut energiche formandosi degli idrati e che i
sali che si formano in soluzione acquosa sono isali di queste basi idrate piu
energiche, mentre negli altri solventi si formano pit o meno completamente
1 sali delle basi anidre ».

Matematica. — Altre proprieta relative alla superficie del
5° ordine con cubica doppia e punto triplo. Nota di A. DeL RE,
presentata dal Socio CREMONA.

« In questa Nota, prendendo argomento dalle proprietd della superficie
del 5° ordine sviluppate in due Note precedenti ('), e dalla rappresentazionc
piana della medesima, io mi occupo della costruzione di essa per mezzo di
ciascuna di undici corrispondenze univoche, distinte in due sistemi, I'uno di
sette, I'altro di quattro, aventi caratteri diversi, e della costruzione di undici
corrispondenti connessi rispetto a ciascuno dei quali, e rispetto ad una qua-
drica fissa, pud provenire al modo delle superficie polari congiunte. Mi occupo
pure di qualche quistione pit generale.

I

Cenno intorno alla rappresentasione piana.

« 1. La proiezione sghemba della superficie, fatta mediante le corde
della sua curva doppia sul piano 1, seguita da una trasformazione quadra-
tica arbitraria T coi punti fondamentali in 7.¢*=1,2,3 fornisce la rappre-
sentazione piana di ordine minimo della superficie. Posto T [7.ax, 0] ,;\Aj B
(=1, ...,4) le sezioni piane vengono rappresentate da curve del 4° 01‘dmtt
pei punti Ay, B con soltanto cinque intersezioni mobili, epperd con G altri
punti fissi che diremo By (4 ==1, ..., 6). Ciascuno di questi rappresenta .unn.
retta della suporficie, distinta dalle ax,b; swlla superficie vi ‘\‘mzo- quindi
altre sei rette b, , ..., b tutte corde della curva doppia () o tagliate dal

(") Cfr. questi Rend., fascicoli settembre 1892.
(* Cfr. per la rappresentazione piana della sup. del 5 e )
Clebsh, Math. Ann. IIT; e poi Cremona, Math. Ann. IV ; Caporali, Memoric di Geometria.

’ ‘ 45
Rexprcontr. 1892, Vor. I, 2° Sem.

o ordine con cubica doppia:
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piano 1 By] == B'y. — Fra1punti fondamentali 1 quattro Ay

pei punti <~
[ che 11 contiene, e ae. pu fo 1 ‘/r" :

sono allineati, e
3 sono 1n una

da cui provengono gli Ay per mezzo di

poiche 1 punti 7,
.(P). Si possono subito de-

1. 2. 3, eciod sulla comica

conica che passa per
curve situate sulla superhele; nol

durre da ¢id moltissime propriet delle
ci limitiamo a far cenn le soltanto che interessano al nostro scopo.
Dicendo B,, &, rispettivame ite in luogo di B, &, s1 ha che una retta arbi-
ntata da una cubica schemba che passa

tta per By e rapj

trariamente condotta

in un punto alla retta & ed in nessun punto

pel punto triplo e che & appoggiata 10 1
alla retta & (.A=1, ..., 7;15=4); una retta condotta per Ay ha, in vece,
Jer immagine una cubica che incontra la retta a;, ma che in generale non

Diremo (Zx) 1 S e (ax) 1 seco 1d quattro

passa pel punto t iplo. J
fra oli undiel sisteml ii cubiche che cosl si hanno: e diremo (h;) 2l sistema
1 h; (h
« 2. Fra le cubiche del sistema \ vi sono 6 coniche, ciascuna delle
guali & appoggia t h he ad una retta & (/==2), e passa pel
punto triplo 4 coniche appoggiate oltre che a j; anche ad una retta a
senza generalmente passaré pel P nto triplo. Fra le cubiche del sistema (@)
vi sono poi 7 coniche, clascuna appos oltre che ad ; anche ad una by.
hanno cosl 49 coniche sulla superficie, @ di esse 21 sol-
tanto passano pel punto triplo; si possono immaginare rappresentate
ol simboli _
(b ) =11 i
{m=1,..,4
N 7 O i Aok R BN

. Corrispondentemente a queste coniche la superficie possiede

21 cubiche pila

pio nel punto triplo; e

s0no wll-;Hw che 21 conu he prece lentl A'n,rm[»}vrulln la sezione dei
piani di gueste ¢ lla superficie. Sul piano rappresentativo hanno per 1mma-
sini le coniche condotte per o dei 7 punti B,. Ognuna di tali cubiche &
appoggiata a cinque delle rette bi, € 81 puo indicare con 4%, quella appog-
Si

oiata alle cinque rette bi (2 , [, 1m). 1a pure che 5 ¢ appoggiata in
due punti a ciascuna delle coniche 6%m , (b, (bDmy (E=1,.-; %) ed in

; ) f
nessun punto alla conica b%, (P, q== L, m).

I

I1
la super //mu per corrt //U//r//’r/..'" (L)

Undici modi diversi di generare

« 3. Se per la retta h, (h=10,2), e per la cubica ¢® si fa passare una

quadrica, questa, avendo a comune colla superficie la curva 2¢* —+ hy, avra

cubica schemba che passa pel punto triplo se

ulteriormente a comune una
i h=~4. e che & appoggiata in un punto alla hy. Tal cubica appartiene




Y

pereid al sistema (hy), e si pud quindi dire: Lo cubiche degli 11 si-
stemi (hy) sono le cubiche che le quadriche dei fasei

(Gt IH== o

Illl‘ h =
(ll 1) 1 Wl .

hanno ulteriormente a comune colla superficie.

« Da cio segue allora che una gqualunque delle cubiche dei
primi 7 sistemi si appoggia, oltre che nel punto triplo, in
altri 4 punti alla cubica doppia; mentre che le cubiche de-
gli altri 4 sistemi si appoggiano a questa curva in 5 punti.
distinti dal punto triplo.

« 4. Consideriamo uno (¢ —+ &) dei primi 7 fasei, ed in questo una
quadrica F,* e la corrispondente cubica f;®. Proiettando f* da P si ha un
cono quadrico Py*, il quale ha ulteriormente a comune con F,* una retta
uscente da P, e precisamente quella 4 di F,* che appartiene al sistema op-
posto a quello cui appartiene ;. Di coni P)* ve ne sono tanti quante sono
le quadriche F,*: ¢ facile perd di riconoscere che tutti questi coni sono in
un sistema di indice &, dove % & la soluzione dell'equazione 24— 0 =3,
o essendo l'ordine del luogo descritto dalla retta /4. In fatti, prendendo un
punto M su una retta arbitraria », per esso passano h coni del sistema, ep-
perd si hanno altrettante quadriche corrispondenti F,2, e quindi anche altret-
tante coppie di punti M, M',,....M, M, su r. Viceversa, dato un punto di una
di queste coppie, per esso passa una sola quadrica Fy*, eppe rd si ha corrispon-
dentemente un sol cono del sistema ed una sola coppia di punti MM'. Su
si ha dunque una corrispondenza (2, 2/) i eui punti uniti sono quelli in
cui 7 taglia la superficie, ed anche, fra essi, quelli in cui » taglia il luogo
delle rette %; ma la superficie & del 5° ordine, dunque si deve avere

2+ 2h—0 =35,

ciod precisamente 2k — ¢ = 3. Ora il luogo delle rette o @ il piano Pby,

perche &y sta su tutte le I® del fascio; percid ¢ o=1, e quindi & = 2.
Supponendo che /& percorra i numeri 1 ..., 7 si ha il risultato seguente:

« Vi sono sette modi diversi di generare la superficie
per mezzo di un fascio di quadriche con base decomposta ed
un sistema, d'indice 2, di coni quadratici in corrispondenza
univoeca.

« 5. Consideriamo ora una (g3 —+ @) degli altri 4 fasei di cul sopra,
od in esso una quadrica F,*; consideriamo la cubica /3* ulteriore sezione
di ¢ colla superficie od il cono cubico Py (razionale) che la proietta da P.
Al variare di F',* questo cono cubico deserive un sistema d'indice 2, poiche,
ragionando come nel numero 4, su una rotta arbitvaria », si viene ad avere

una corrispondenza (3, 24) i cui punti uniti sono i punti d'incentro di » con

|

 ———————
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la snperﬁcie. e col 111*‘2’0‘ contato due volte, delle }j\‘ll('l‘.lll'll‘\ doppiv del cont
P,3. Ora questo lnogo @ il piano di ay e della tangente a ¢ in P; quindi A,
indice del sistema deseritto da 1‘ deve soddisfare ‘lH'x‘\lll:l.lullo

3 — >
epperd deve essere h— 2. Facendo A=1,..,4 81 ha quest'altro risultato:

< Vi sono 4 modi diversl di generare la superficie per
mezzo di un fascio di quadriche con base decomposta, ed un
sistema, d indice 2,di conl cubici razionali in corrispondenza
univoca.

« 6. I due teoremi precedenti mostrano che la superficie @, si presenta
nerazione delle superficie del 6° e del 7° ordine, le cui equa-

come caso di d
zioni vengono formate come segue.
= Si dicano

1 (3,3, 3) =0, &:(J1,J,J)=0, @s (1, ey J3) =10

tre forme arbitrarie di grado i (=2, 3) negli invarianti N1, ey s od

fi(zy, . 2) =0 fe(z1,yee, ) =0

due forme quadratiche arbitrarie nelle coordinate z,,...,z, di un punto.
Si formi il sistema, d'indice 2,

/-.f,q‘vj/..!l-f/:‘ n.gs =20 («)
ed il faselo
2+ pfz=0; ()
per eliminazione del parametro J:p si ha 1'equazione
g1-f*—2¢:-ifit 9. 1P =0 ()
che rappresenta, quando si tengono ferme le & e si identificano le variabili
che entrano nelle X, , 3.3 con le z;,..., 7y, una supe rficie dell or-

dine i+22=—i-—+4(=6,7) con la quartica doppia /,=0, /=0
e col punto i#° in &

« Se neli'equazione (7) si mantengono ferme le & dopo averle scambiate
con le z. si avra l'equazione del cono tangente nel punto i#’2. Se dunque
le &£ si considerano come variabili, la (y) da insiememente un sistema di
superficie dell'ordine i—+4 e di coni d'ordine i, che sono fra loro nelle stesse
relazioni in cui si trovano le superficie polari congiunte ed i coni polari con-
oiunti. Possiamo mostrare che una tale relazione mon & soltanto apparente
poiche ha lnogo il teorema : Le superficie date dalla (y) quan do si
mantengono fisse le & e variabili le z, ed i coni dati dalla
medesima equazione, quando sono, in vece, fisse le z e varia-

bili le & sono superficie polari congiunte e coni congiunti ri-
spetto ad un connesso (i,4) e ad una quadrica.
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« In fatti, ricordando le espressioni di ,, Xz, 35 € ponendo py=—=Eizy—Snzi
k=12, ...,34) si ha:

\

D — :_ ('1\?) ',”‘)[m ]‘:It ) \‘\‘.’ — \_ (’1”I ',’:')/A.A Pik » \\\\ \_( 'l‘l",'.‘l )hn]‘lk; ('))

cosicchd, mutando in (y) le 2 per mezzo della corrispondenza polare rispetto a
1
Sy 22 =0 (¢)
T

dopo di che diremo /', /o' ¢id che diventano /,, /:; e facendo nelle ¢i(i=1,2,3)
le sostituzioni (d), dopo di che le diremo ¢’;, noi avremo l'equazione

A YL /sy »

o1 e —2¢: i o +9afri-=0 ()
di un connesso piano-retta (i, 4) che insieme alla quadrica (¢) risponde al-
1'asserto.

11T1.

Undici connessi rispetto a cui ®. proviene come superficie polare
congiunta.

« 8. L'equazione (y) diventa quella di una superficie come la @y se la
quartica f, =0, fo=0 si scinde in una cubica ¢® ed in una corda /i di
questa; e poi se sono soddisfatte le seguenti condizioni :

1° per i — 2 il punto & deve essere su ¢° senza essere su h, e poi
la generatrice della quadrica Af, -+ uf; =0 di sistema opposto a quello cul

appartiene A, e che passa per & deve essere pure generatrice del cono
A2 gy — 2yugy + (P gy =10 e cid qualunque sia A:g. Allora il primo
membro della (y) sard divisibile per (¥4 1@2). dove AV, k® (=1, ..., 4)
sono ordinatamente lo coordinate dei due punti A.g®==H,, Hs; ed il quo-
ziente uguagliato a zero sard precisamente | equazione di una superficie
come la @, ;

29 per i =3, il punto & deve essere uno dei punti H, , He, ed inoltre

le funzioni ¢,, g., ¢s devono essere scelte per modo, che detta ¢ la tan-

oente a ¢® in & e T,, Ty, Ty 1 valori che Ny ey Qs acquistano per essa

si abbia contemporaneamente

.o 0 . 0 Ve 03 . o
[ e —‘3f1/2'\T f /~."~§T’*~0 (j=123)
Y AN dads
\‘\l b\\\‘ \\« =0 (‘“)
T, Ty L

ove ¢ $ il valore che prende per / 1'invariante ;. Allora 1'equazione »
i seinderd mnella equazione (w), contata due volte, ed in una equazione Iesl-

duale che sard quella di una superficie come la @p.
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. Avvicinando questl risultati a quello stabilito nel n. 7 noi dunque

per la superficie @, che
rs cono sette enti1 connessl 2 3) e quattro enti con-
. 1 n sell \ |
nessi (3,2) rispetto a clasc ano dei quali e rispetto alla qua-
4 - e
drica D> z° - () la superficle @, pud provenire come superfi-
I congiunt
netto a ciascuno del 4 connessl (3. 2) il punto & @& singolare pel
d \nesso che corrisponde al piano polare di & ri-
— 0
« 9. E ad osservarsl he nel teorema pre cedente si parla di enti con-
ssi distint senso cl 1 soltanto non sl pud con una trasformazione unica
li variabili passare dall'uno allall S la superficie, ma neppure
S S secuita sulle variabili #. Usando di questa si
nossono ottenere una infinita di CONNESSE rispondenti allo scopo. Se, nel fatto,
la (¥). P si i 1 lelle /; per mezzo della sostituzione
i | ' . . .
love ¥ — 0 & la forma aggiunta di una forma quadratica arbi-
.
t @ — 0, si avra il connesso

ispetto ri . a w=~0,. se si precede la superficie

polare « dovra sulla precedente equazione rifare la sosti-
DAL s -

tuzione 4 “— si ritornerd sulla stessa (y), a meno di una potenza del
U

determinante [wix] fattore 1n tutti 1 termini dell equazione (') »

anzi /,/‘,/'w,g/‘/-/‘ di un antico ’//z«'//('/'/////) del monte

Geologia. — -
Sirino nei dintorni di /,//'m"]//"/ /Buasilicala). Nota di GIUSEPPE
b Loreszo, presentata dal Corrispondente Fr. BASSANI.

. Nel 1872 Stoppani scopriva la morena della valle d'Arni e ne faceva
lo cosi le previsioni del prof. [gino

arcomento di una Nota (%), confermant
3). Da quel tempo, tanto lo Sioppani ¢uanto il Cocchi, il Lotti e il

Cocehl |
(1) Questo fatto ¢ del resto generale
(2) Sulla esistenza 1i un antico qhiacciairo nellé ~I’/" _I///m/,,- (Rend. Ist. Lomb

18 lnglio 1872)

] ] S

oc. it. se. nat., vol. II, p. 36, anno 1867)

(3) L'uomo [ossile ne II'Italia centrale




