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Val la pena di rilevare che quest'ultima formula pud essere conside-
rata come quel caso particolare della relazione dispari (I), che si riferisce
alla funzione y(/)=/=¢ -+ y: si ha infatti, per tale funzione, a'=pg=1
sulla retta ¥ = 1. Si noti tuttavia che y(/)==/ non ¢ una di quelle fun-
zioni, per cui la formula (I) pud ritenersi senz'altro trasportabile dal cer-
chio, in base a guanto precede. In realtd lo &, come vedremo piu innanzi.
Intanto ho voluto, a titolo d'esempio, fare il calcolo diretto dell'integrale.

Passiamo alla funzione (¢, , ), e consideriamone il modo di variare
con ¢, in corrispondenza ad un valore (finito) generico di ¢. Dalla (15)
apparisce che « ha una singolaritd logaritmica per ¢, = ¢, si mantiene
regolare per ogni altro valore reale di ¢,, convergendo, per ¢, — == oo,
verso i limiti = rg rispettivamente. Questo infirma la integrabilitd della
(vispetto a ¢,) da — o a - oo.

Mostrerd in una prossima Nota come si possa allargare il campo di
validita delle equazioni integrali (I), (II).

Matematica. — Contributo allo studio delle funzioni permu-
tabili. Nota del Socio Viro VOLTERRA.

§ 1. — OSSERVAZIONI SULLA COMPOSIZIONE.

1. La operazione di composizione (composizione di prima specie) delle
due funzioni finite e continue / e ¢,

[ 1.0 0,9 a

si pud evidentemente considerare indipendentemente dalla permutability delle
due funzioni (*). Rappresentandone il resultato col simbolo fo (x,y) o piu
semplicemente col simholo /¢, avremo che se / e ¢ non saranno permutabili
fo sard diverso da ¢ /.

La operazione stessa gode in generale della proprietd associativa. Infatti

(.o as (o vir9) dn= (9,9 dn ("o, 8 o) de.
Potremo dunque enunciare il teorema: Siano o 70 permutabili le fun-
stont [, @, y, avremo sempre
fo)v=rloy).

2. Da questa proposizione discende immediatamente 1'altra che enun-
clammo in una precedente Nota (2). cioé che futle le [unzioni ottenute per

(*) Cfr. Questioni generali sulle equazioni inteqrali ed wntegro-differenziali. Rend.
Acc. dei Lincei, Seduta del 20 febbraio 1910, § 1.
(*) Ibid.
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composisione da piv funiioni permutabili sono permutabili fra loro e colle
[unzioni date.
Infatti, se /', ¢, ¥ sono permutabili, avremo

(Fo)y=/re¥)=7py)= (Y o= Wf) g =Y(/yg).

§ 2. — RISOLUZIONE DI EQUAZIONI INTEGRALI.

1. Se / e ¢ sono funzioni derivabili, ed inoltre sono rispettivamente fun-
zioni di ordini m ed = (*) con m >n, l'equazione integrale di prima specie

1) [ = w8 9c )t

ammette un'unica soluzione che & la soluzione dell'equazione integrale di
seconda specie

@ @)=, 9) 9y )+ | W E) guls ) a8,
ove si ¢ scritto in generale

0 f(x,y)
WP

We(z, 7/)

3 (/p(l‘,y)= Dyp

fp(x ) y) =
Cid si riconosce immediatamente derivando # volte 1'equazione (1) e tenendo

conto che ¥
op(y,y)=0 , se p<n—1 , ¢ua(y,y) =0
Tl a) —I0NESSe Ry =—tn =1

od osservando inoltre che, ogni funzione che soddisfa la (1) deve verificare
la (2) e reciprocamente.

9. Dimostriamo ora che se f e ¢ sono permutabili, Y ¢ permutabile
con ambedue queste [unzioni.

Infatti la (1) si potrd scrivere

[=1Y¢
quindi
(3) of =9 (Y9) = (9¥) ¢
(4) 9= y)¢

Ma per ipotesi ¢/ = o, onde, se risolviamo la equazione (3) considerando
¢y come incognita, troveremo, in virtd di quanto e detto precedentemente,
la stessa soluzione che risolvendo la (4) in cui si consideri ¢ come inco-

(*) Nella presente Nota supporremo sempre, senza ripeterlo esplicitamente ogni volta,
che le funzioni che si considerano siano finite e continue e cosi le derivate loro di cui
si deve tener conto. Per la definizione di ordize di una funzione, vedi: Sulle funzioni
permutabili. Rend. Acc. dei Lincei, Seduta del 17 aprile 1910, § 3.
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gnita. Ne segue che
FYA=

onde ¢ e Y sono permutabili ed in conseguenza sono pure permutabili / e .

3. I facile riconoscere che, risolvendo la (1), la solusione W sara di
ordine m — n. Quindi, se 1 numeri » ed » saranno primi fra loro, colla
risoluzione di successive equazioni integrali potremo sempre trovare funzioni
di primo ordine permutabili con / e con ¢.

4. In modo perfettamente analogo a quanto si e fatto precedentemente
si dimostra che, s¢ / e @ sono funzioni permutabili di ordini respettiva-
mente m ed n con m >ap, e se

[=Yg?,

Y e permutabile con [ e ¢.

§ 3. — RICERCA DI TUTTE LE FUNZIONI PERMUTABILI
CON UNA FUNZIONE DI 2° ORDINE.

1. Supponendo f(x,y) di 2° ordine e nota per tutti i valori di @,y
tali che

t=r=y=<5b,

proponiamoci di trovare tutte le funzioni ¢(x,y) con essa permutabili.
Con un procedimento analogo a quello che abbiamo tenuto in una Nota
precedente (') potremo ricondurre il problema al caso in cui si abbia

Tz ) =0 Shv (e ==l ez o) =l
mEz.z2)=0 |, fi@,2)=0 . fule,z)=0,
avendo posto
W (z, y) "y A (x,
fo =L )= eyl
iz s i Y) 2 f(z,y)
/‘H(J,.?/)—_)hfg 5 fl-g(‘l,.y)—w : /'.32(;1,, ):sz.
2. Seriviamo
= =
(5) @(x ., y) =f f(x.§) o(&,y)ds = “__Jgp(m &) f(§,y)d&.
Avremo e
D v
|\ St = 9@ 0+ [ ule. 5 ofe  g) a2
(22
9 =q9(z,7) —l—f 9z, &) foa(E, y) dE :

(") Sopra le funzioni permutabili. Rend. Acc. dei Lincei, Seduta 17 aprile 1910, § 1.
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e ponendo

M@, y) —fh@,y) + fhe.g)—=Fu(z,y),
[o2(#,9) — fh(z, ) + [(z,9) — - =Fas(z, ),

ove le potenze denotano operazioni di composizione, sard

[ VD v WVD(E }
\ 9z 9= Do—fF,,(x,»)‘—y”ds |

[ glz.9)= W’ an )2@(’ ) gt |

(6)

Ora
Fi(@,2)=0 , Fu(z,z)=0,
quindi, posto
DE0(z, y)

; oS e (e, y) A (2, 2) =4, (z)
\ %‘W:u,,(ﬂ:,y) \ pn(z , z) = p ()

2Bt a0 =4
| b?l%;if‘z/)zmg(:,.‘y) fao(® , 2) = po()

e, osservando che ®(z,y) e di ordine superiore al secondo e percid

D(D('.c.j/)) 5
( W =

le (6) si trasformeranno facilmente, mediante integrazioni per parti, nelle
equazioni seguenti

D Y
9z g) = 3% = 1@) 0w, 9) — [ ui(s,8) O, y) de

D y v
9o ) =35+ 1ly) 0z ) — [ (&, ) 00, 5 a
Sottraendo si avrd
\”CD D:
D J 2 ‘
) e o)+

Y
+f [en(@, 2) @&, y) — pee(E, y) @(z, §)]dE=0.

Dunque @(z,y) deve soddisfare l'equazione integro-differenziale (A).
3. Poniamo
9z, y)=— (4(y) + 4(2)) ¥(z, y) —

f L@, &) @(E , §) — pas(® , y) B, )] dE
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la (A) si seriverd

?%—(D 1) =gz, y)
R D 9Z-Y)
d’onde
d(x,y) =Yy —) 4+ 6+ y) + 4 ‘ 1 9(&,m) dE dy
ove ¥ e 6 denotano due funzioni arbitrarie, e con [ si intende 1'inte-

< Ay
grale esteso allo spazio A, compreso fra la bisettrice degli assi 2,y, le
due rette inclinate di 45° sugli assi coordinati condotte per il punto =,y
e la retta parallela all'asse y che ne dista di a. Lo spazio Auy € lo spazio
tratteggiato indicato nella figura.

Ma, se facciamo 2z =y, abbiamo

Qx,y) =0 e ‘1 g(& .m)dEdn=0,

quindi
Y(0) + 6(22) =0,
ossia ¢ deve essere una costante eguale a — (0).

Se dunque prendiamo ¥ in modo che si annulli per z =y, avremo

(&) o, y) =wly— o)+ | o, ddy,

Ay

e per conseguenza si potra sostituire all'equazione integro-differenziale (A)
I'equazione integrale (A').

4. Si riconosce facilmente che, nota w(y — ), la funzione @ & deter-
minata dalla (A"), ossia se ¥(y — z) & nulla, anche @ & nulla. Cid si ot-
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tiene impiegando metodi analoghi a quelli che abbiamo adoperato in circo-
stanze simili in precedenti Memorie (V).

La risoluzione della equazione integrale (A’) non presenta difficoltd. La
funzione @(x,y) e di terzo ordine o di ordine superiore al terzo, quindi do-
vremo prendere anche y(y — ) di terzo ordine o di ordine superiore al terzo.
Si dimostra che, assumendo in tal maniera ¥(y — ), la funzione @, ottenuta
risolvendo 1’equazione integrale (A'), soddisfa le (5) ed & dello stesso ordine di
Y(y — x). Risolvendo una delle (5) si otterranno tutte le funzioni permutabili
con f(x,y). In particolare prendendo w(y — &) del terzo ordine, f(2,y) ri-
sulterad del primo ordine.

Il problema di ottenere tutte le funzioni permutabili con una funzione
del secondo ordine e quindi risoluto.

5. Se f(x,y) & della forma f(y — ), allora

Az, y)=—Au(z,y) = Ay —2),
per conseguenza
h(@) = — Aa(y) = X(0).
Inoltre
(2, y) = tas(@ , y) = wly — ).
Ne segue che

K
9@, ) = | Tuly—8) 0, &) — p(s —2) @, )] &,
onde 1'equazione integrale (A") & soddisfatta prendendo
D(x,y) =Yy —=).

Se ne deduce che tutte le funzioni permutabili con f(y — ), appartengono
al gruppo delle funzioni permutabili coll unita.

§ 4. — RISOLUZIONE DELL'EQUAZIONE INTEGRALE

0[5 ols.y) dE =y ,9)

OVE ¥ E UNA FUNZIONE DATA DEL 2° ORDINE E ¢ E INCOGNITA.

1. Poniamo
s=fE) . y=/@) . §=/()

con /'(&,) sempre positivo, in modo che le precedenti equazioni possano in-
vertirsi univocamente ed avere

mlzfl(ll') ) ?/1=f1(?/) y Elzfl(;:)'

() Sulle funzioni permutabili. Rend. Acc. dei Lincei, Seduta 17 aprile 1910, § 2.

Renprcontr. 1911, Vol. XX, 1° Sem. 40
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Colla precedente sostituzione si otterra

@ | @ 5 o) £ dE = gl ).

1"/“(-”1) [ () @@, 51) = gi(z1, 1)
]’f'(.l‘n) [ () (e V) =W(z), )

La equazione (7) si scriverd

Y o
‘x @ (2, »&1) @i(& !/1) d&, = 1#1('7?1 ,y1)~

Supponiamo ora che
——lp(‘l : l/) == ].S(J) 5

y—x

lim
y=x
Potremo assumere 4(x) diverso da zero e positivo. Ma

: y—Z - 1
lim - = () = = .
=z, N1 — 4 f= f1(z)

lim UNESRN il ().(;[))2
yp=x, Y1— =L fi(x '

quindi

onde, preso fi(x) = A(z), avremo
lim Y& o) 1
U=z Yi— T,
Potremo dunque, con una conveniente trasformazione di variabili e di
funzioni, ricondurre la equazione (I) al caso in cui sia

lim l}l((l ¥) — 1l

=2 y—=

Noi ammetteremo quindi soddisfatta senz'altro questa condizione.

2. Cido premesso calcoliamo, col procedimento indicato nel paragrafo pre-
cedente, una funzione 6(x ,y) di primo ordine permutabile con W(x ,y). E
facile riconoscere, da quanto si & trovato nel detto paragrafo, che 6(z, x)
dovra essere una costante diversa da zero. Moltiplicando quindi 6(z ,y) per
un fattore costante, potremo ricondurei al caso in cui 6(x , z) = 1.

Supponiamo che Y(z,y) e 6(x,y) ammettano le derivate seconde e
poniamo

@,y _ g 1@,y __, R ACAY) S
Sl =,y Tty TERL gy
%62z 1 , o
‘ )(;2 ./):02\;"ay)+6(1“f/) OZ(y'.’/) + ( U(:’:af) 9‘2?(.&--‘1/) d§=}'(77!/)

/ &

’( (Y@, y) — 6%z, y))

2 =Yul@, ) — Az, y) == p(x,y) .
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Risolviamo ora I'equazione integrale

(8) e, y) = 1@, ) —l—j:x(x  E) I, g) dE,

considerando x(z ,y) come funzione incognita, e formiamo la serie (la quale
per principii noti (*) sappiamo esser convergente) %

(I 9@, 9) =6z ,) +3 02z ,9) +

L(3-1) L) (e

+ Loy o+ 2 -

0x"(@,y) + -
ove con 6X"(x,y) si intende il resultato di una operaziome di composi-
zione.

Si dimostra facilmente che == ¢(z,y) verifica 1'equazione (I).
Infatti, integrando due volte la (8), si ricava che

Ve, ) =0, + [t 8 0°E ) dE.

% © per conseguenza permutabile con 6 e con y (vedi § 2). Ne segue, com-
ponendo la serie (II) con se stessa,

9z, y) =0+ Oy =1y(z,y).

§ 5. — OSSERVAZIONI.

1. Si riconosce facilmente che, se ¢,(,%) e g.(z,y) sono due funzioni
permutabili tali che

Lo 006 na=ye.9.
S o 9 de =yt .0,

essendo ¥ una funzione di 2° ordine, deve aversi o

oz, y) = os(z,y)
oppure

(7, y) = — (2, %)

(*) Vedi la Nota citata precedentemente: Questioni generali sulle equazioni inte-
grali ed integro-differenziali § 3.
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2. Consideriamo l'equazione integrale

9) M@, y) =Y, y)

ove ¢ & la incognita e il simbolo di potenza denota un'operazione di com-
posizione, mentre la funzione data y & di ordine np multiplo dell in-
tero 7. Con una trasformazione analoga a quella fatta nel § precedente
potremo ricondurci al caso in cui

: Y(x,y)
lim ————— —
v=e (y — &)™

Se conosciamo una funzione 6(x , y) di ordine p permutabile con Y(x,y)
e tale che

. 0" (x ,
lim (@, y)
v=o (y — )"}

:1,

risolviamo 1'equazione integrale

W) — 0@, g) = [ x5 0, ) dk

Ja

nella ipotesi che le funzioni 6 e y posseggano le derivate di ordine 7°*me.
Calcolata la funzione incognita x, avremo che la funzione

6(z,y) + ,1—2 0x(x > y) +

11 Lt e e
+/Z(}12,21—)01’(x.y)+"'+n(ﬂ l) f/‘?n q+l)(,xq(x’y)+...

soddisfara 1'equazione (9).
3. Quando y(x,y) e della forma y(y — ), potremo prendere

_ [(ap =1)1]~

o g)=""E= (g — o

Nella ipotesi p =1, si ricade nella soluzione data in una Nota pre-
cedente (*).

(*) Sopra le funzioni permutabili. Rend. Ace. Lincei, Seduta 17 aprile 1910, § 4.




