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Analogamente si ottiene:

ZZQj,_Z,vzzrj,_zym;,_
[ i T

In virtd di queste due formule, dalla (2) si deduce infine il teorema
seguente :

« Se fra i punti di due spazi = e¢ 3’ ha luogo una corrispondenza bi-
« razionale, i cui elementi fondamentali soddisfino alle condizioni ad essj
« imposte in principio di questo n. 2, fra gli elementi stessi sussiste lu

« relazione:
O’—}—‘[—ZQ,—-—_—O"—{—'['_ \'Q:,'
T T

« nella quale o e 7 indicano rispettivamente i numeri dej punti e delle
« curve fondamentali dello spazio =, e g/ (i=1,2,.. 7) ¢ il genere di
« una di queste curve: i simboli ¢', 7', o' hanno i medesimi significati ri-
« spetto agli elementi fondamentali dello spazio 3’ ».

3. Le due proprietd delle trasformazioni birazionali dello spazio dimo-
strate nella mia Nota piu volte citata e nella Nota attuale, sono state ri-
spettivamente dedotte dalla considerazione della superficie Jacobiana del
sistema omaloidico formato dalle superficie di uno spazio, che corrispondono
al piani dell'altro spazio, e dal numero dei punti doppi (gruppo Jacobiano)
di un fascio contenuto nel sistema anzidetto. B quindi probabile che 1'esame
della curva Jacobiana di una rete di superficie appartenente al sistema me-
desimo, conduca a qualche altra relazione fra gli elementi fondamentali dei
due spazi, diversa da quelle gia ottenute. Questo studio mi propongo di
fare in seguito.

Matematica. — Sopra l'equazione integrale di Volterra d;
seconda specie con un limite dell’integrale infinito. Nota del dott,
G. C. Evans, presentata dal Corrisp. G. LAURICELLA.

S 1.
1. Consideriamo 1'equazione
| NG (ERE) 3
M )= g@)+ |k ue)ax

ove sono continue le funzioni /(&).g(x). Per mezzo di una trasformazione
della funzione u(x)
N (@)
u(x) =
@) 9(x)
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I'equazione (1) pud seriversi nella forma

G(x, &)
F(&) g(®)

(2) u () = @) g(x) + w (8) dE.
v
Trovata la funzione u(x) in modo che la (1) sia soddisfatta, viene trovata
u,(x) in modo che la (2) @ soddisfatta, e reciprocamente, trovata u,(z) tale
che soddisfaceia la (2), pud trovarsi u(x) tale che sia soddisfatta la (1).
2. Consideriamo dunque I'equazione

20

}(.1' 5)

(3) u(x) = @) + | _I"(;) u(¥) d .
Porremo
() = L *)
gL T da i
(. U e
“) al dx l,l(l)
S g et bl
Golr.y) = = G2, :/)
Gulz.y)= %Gu )

e considereremo le ipotesi seguenti delle quali faremo uso in parte o del
tutto nei teoremi da svolgersi:
a) Nel tratto z = a. sia @(x) continua (*), finita in valore asso-
luto < M. e tale che lim g(x) = @( ) esista, e sia [(2) continua e po-
r=x

sitiva (> 0); e nel campo y =z = a sia la funzione G(z ,y) continua,
e fnita in valore assoluto <M.
L ipotesi a) non esclude che lim f(z) =0, o che lim f(z) = oo.
r=00

r—x°
b) Nel tratto x = a le funszioni ¢'(z), [(z) Siano continue e finite
in valore assoluto < M: nel campo y =2 =a le funzioni G (z,y) e
Goi(z .y) siano continue (*). ¢ finite in valore assoluto < M; e sia
G(x ,y) tale che esista
lim G(z,y)=G(,x) = 0.

r=m

o

|
c) Sia ¢(x)=0.

(*) « Continna in un punto » s’intende anche finita nel punto.
(?) Bastano condizioni meno ristrettive sulle funzioni Go: e Gy. Si vedano per

esempio le condizioni A), A’). Trans. American Math. Soc., vol. I, pp. 397-405, n. 4,
oct. 1910.
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3. Sull'equazione (3) facciamo la sostituzione

1
, &= (] Sl s
E ,,}idn'

A
(4) u (})= 9 (l> i —*G(: ,E\) u(%) dn .

In questa equazione si ha
1
\ ¢ (; = g(z)

ds "(%)=— 312 9”(%) = —z*¢/(x)
v”f(l)= /)

n
(71'7» i 2”"(%) /| (1) =2/ —re)

P il 1 11
3 (‘377/ R Glo(;,;)——x2Glo(93,§)
( 1
2

L8|
0 GN (_v_)=’— &t Gol(:"7.5) o

£'n

Supponiamo che 1'ipotesi a) valga e che

~1

w d& ds . “T dy (‘% dn
0ok e L) RCTARE S| e e

J T ) e s 070
: '7/(,/ L 77/(;/)

esista. Allora si ha (!) che esiste una soluzione ed una solamente, la quale
¢ finita e continua in tutto il campo, escluso al piu un numero finito di
punti di tale campo. Anzi, in virtd dell'esistenza dell'integrale (@), questa
soluzione non avra alcun punto di discontinuitd. Quindi, tornando all'equa-
zione (3) noi abbiamo il teorema seguente:

TeorEMA L. Se vale l'ipofesi a) e se

lim ‘xﬁ—
o S

(*) Trans. American Math. Soc., vol. II, n. 4, pag. 398, oct. 1910.

= e — e N —_— B —
. : RYEE P S Ny
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esiste, ne seque che dell' equasione (3) esiste una e una sola solusione u(2),
finita e continua per x = a eccelluato al ptw wn numero finito di punti.
Questa solusione ansi ¢ conlinua dappertutto e tale che lim wu(x) esiste.

r=o0
Supponiamo ora che le ipotesi a) b) ¢) valgano. Inoltre si supponga che
possa trovarsi una costante M tale che

. e )
(1) »; (&) <M
(1) z* |g'(x) <M ly=zp=aq.
) 2| Go(2  y) < M \
(1) v |Ga(z. y)| <M

[n conseguenza di queste ipotesi l'equazione (4) diviene un'equazione
gid da me trattata (). In questo caso in virtd della (I') 1'integrale

Al

1

6,U><U. sl

diverrad infinito quando s s'avvicinerd a 0. Percid se (¢) G(

ha che esiste una soluzione continua nell intervallo ()ésézl; e se (77)

=1 1)

1= =150

G (‘) 5 ) >0,

nello stesso intervallo. le quali possono seriversi nella forma
1

Gl bronl)

dove C e una costante arbitraria (*). Si ha inoltre che ogni soluzione la qua

1 ha che esiste un numero infinito di soluzioni continue

w

sia continua, eccetto in un numero finito di punti nel tratto 0 =z =

le
1
Z{~
deve essere finita e continua quando : = 0 (®).

Tornando ancora all'equazione (3) avremo il

TeorEMA 2. Se sussistono le ipotesi a) b) c) ed inolire si ha

1L
= f(x) <M )
x
rt (;’[,/‘)‘ <)I Z/>J" =30
22 Go(z, y) <.\I~
Yy Goilz,y) <M
(*) Il manoscritto fu presentato per la pubblicazione nel Trans. American Math.
Soc. Per il teorema si veda Bull. American Math. Soc. 24 series, vol. XVI, n. 3, pag. 134.

(*) Loc. cit.
(?) Loc. cit., pag. 3. Per il teorema si veda loc. cit,, Bull, American Math, Soc.

pag. 135, aggiungendo alla conclusione del teorema le parole « except possibly at z = b »,
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ne seque che
(2) se G(wo, ) << 0 vi ¢ una solusione u(x)

dell’equazione (3) con-
tinua per x =a e tale che lim u(x) esiste, e

(#7) (0,00) >0 v; é un numero infinito di soluzioni

(@) con-
tinue per & = a, e tali che llm u(

x) esiste. Si possono serivere nella forma
uz) = U(xz) 4+ CW(x)

ove C ¢ una costante arbitraria.

Inoltre, ogni soluzione u(x) continua, fuorché in un numero finito di
punti, risulta continua nell'intorno del punto » — o ¢ tale che lim u(z)

A r=own
esiste.
4. Facciamo nell'equazione (3) la sostituzione

T=eft , E=¢h | dr— dk, .
Essa diverra

() u(e™) = p(e™) 4 f % u(e%) de, .
Avremo

g(e”') = ¢(x)

1 155 '
7 $(67) = 2 g/(e%) = ()
dx

zr = (em1) = xie™ @' (e™) = x(log x)* ¢/ (2)
da,

—

GERS AR

di [e% /(e8] = — o5 f(h) + f(81) = — £ /& + /)

1
Sl ([E [e f(e ]_

— e — T —_——_
<

f(x) 4+ f'(z)

x lonrv 10 gx

[ Gem, ) = Gz, §)

\ i Gi(emt, €5) = ¢= Gro(e®, €51) = Go(z , &)
X

s

\ 2 D’ G(e™ , &) = z (log @)? Gro(a , &)
T,
’ P

G(e®r , e%) = &(log &)* Go\(z , §) .

\l

Rexprcontr. 1911, Vol. XX, 1° Sem. 54
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Supposte verificate le ipotesi a), b), ¢), si supponga inoltre che si abbia

% f(x) <M z
= =

x(log @)*

@'(x) <M yv=z=a.
z(log @) |Gro(x, y)| <M
y(log ) |Gai(x , )| <M |

Allora vengono soddisfatte nell'equazione (5) le ipotesi del teorema (2), e
si ha nei due casi G(o0, ) <0 e G(o, o) >0 una o un numero infinito ri-
spettivamente di funzioni continue che soddisfanno l'equazione (5) e tali che
ciasouna s'avvicina ad un certo limite quando diviene infinita la variabile.
Inoltre, siccome le proprietd della continuitd e del possedere un valore deter-
minato nel punto infinito si conservano con una trasformazione z = e*, si
ha che tutte le soluzioni, se sono continue fuorché in un numero finito di
punti, devono essere continue (ciod anche finite) nell'intorno del punto s =0,
e tali che ciascuna s'avvicini ad un certo limite quando diviene infinita la
variabile. Si ha dunque il

o

TeoREMA 3. Se sussistono le ipotesi a) b) ¢) e inolire si ha
L
xI

x(log x)* ¢'(x) <M
z(logz)® |Gz, y)| <M 5
y(log y)? Golz, y)| <M

y=c=a

scguono le conclusioni del teorema 2.

5. Facendosi sull equazione (3) la stessa sostituzione z =¢** pud
ampliarsi ancora la generalita delle funzioni ¢(x), G(z . y), per mezzo del
teorema (3). Le ipotesi da aggiungersi alle a) b) c) divengono in questo caso

1

— T }

o [@) <M

z |log x(log log z)* ¢'(x)| <M y=z=a.
x|log x(log log z)* Gio(z , y)| < M

y |log y(log log ¥)* Gai(z , )| < M

Procedendo cosi di seguito queste condizioni divengono
1
— /() <M

z |log z log*(z) . . . log"(z) (log™'(z))* ¢'(z)] <M ) > ;=4

x |log z logi(z) . . . log(z) (log™(x))* Gie(z , y)| < M
y |log y log*(y) . . . log™ (y) (log™*(y))* Gu:(&, y)| < M
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1S

In modo analogo procedendo per meuzo della sostituzione g=e 5 puw

ampliarsi la generalita delle funzioni ¢(s), G(z,m) nell'equazione

(6) ) =g(e) + [ " HED ) gy,
o n

Ossia pud farsi una trasformazione dapprima dall'equazione (3) all’equazione
(6) per mezzo della sostituzione

e poscia dall'equazione (6) all'equazione (3) per mezzo della sostituzione

=1 »
)

s=c¢
e cosi di seguito.

6. I interessante notare che nel caso del limite infinito si pud avere
un numero infinito di soluzioni, come dimostrano i teoremi (2) (3), mentre
vesta finito e continuo il nucleo G(x , y)/f(y) dell'equazione. Per altro, pud
limitarsi in qualche caso definitivamente il numero delle soluzioni.

Se valgono le ipotesi a) b), e la ipotesi aggiunta nel teorema 1, la
(4) puo seriversi nella forma

™ ) =9(@) + | 1) 66y n) o) .

ove le funzioni ¢(z), G(s,7) colle derivate del primo ordine sono continue,
mentre si ha f(s) >0 quando si ha 2>0, e G(z,%)== 0 nell intorno
del punto 2=0,7n=0. Ma in questo caso ogni soluzione se & continua,
fuorché in un numero finito di punti, deve essere continua (cioé anche finita)
dappertutto nell intorno del punto s=0 (*). Si ha dunque, partendo dal
teorema 1, il

TeoreMA 4. Se wvalgono le ipotesi a) b) e se inoltre lim ot

e=ova [(§)
esiste, seque che nel tratto xz = a, (a essendo una costante sufficientemente
grande) esiste una sola soluzione dell'equasione (3) continua per »=a,
fuorché in wun nwmero finito di punti. Questa solusiome anii é continua
per z=a, e tale che s'avvicina ad un valore determinato quando di-
viene infinita la variabile x .

(*) Bull. American Math. Soc. 22 series, vol. XVI, n.

pag. 135, aggiungendo alla
conclusione del teorema le parole « except possibly at z =& »

o &2




