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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Sopra alcune omografie dello spazio funzio-
nale. Nota del Socio S. PINCHERLE. ‘

1. Sia una successione di funzioni reali continue di una variabile reale
2, date nell’ intervallo ab (¢ = 2 < b):

() ) G CHER) o oA ) 5 e

Indico con S. 1'insieme delle funzioni rappresentate da serie della forma:
(1) /l:l al—}—'/ig(‘—:‘f‘"'—i_/inan+'”

dove le %, , /., ... sono costanti reali, prese in modo:
@) che Z/; sia convergente ;
b) che la serie (1) converga uniformemente nell intervallo aé.
Dird (%) 1'insieme delle successioni di numeri che verificano le condi-
zioni precedenti @) e 4). L'insieme Sy & evidentemente uno spazio lineare,
poiché vi appartengono tutte le combinazioni lineari di un numero finito di
elementi di quello spazio; come pure & lineare 1 insieme (%).
2. Sia una seconda successione di funzioni reali continue della va-
riabile reale y, date nell intervallo a =y < b:

(#) B By o Bty e s

per queste si definisca nello stesso modo lo spazio lineare Sg delle serie

(2) My == ha e == = hnfn -
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soggette alle medesime condizioni, e sia (2) 1'insieme delle relative succes-

N

sioni di coefficienti %,

si dird associato ad («) quando siano verificate le con-

[l sistema (3)
dizioni:
. { O per .
(3) | an(x) 3,(2) de =
A ) { tl - =
(m, [ S AR)

Le successioni associate. di cul 1 sistemi ortogonali normali costituiscono

un caso P.ll'llﬁ‘llll'{‘ tanto 1mportante e 1n guesti ultimi tempi tanto I’I’l'\llll‘ll*

temente considerato, presentano interessanti applicazioni nelle questioni di
calcolo funzionale, in ispecie nello studio delle operazioni integrali. Pro-

ponendomi di discorrerne pin diffusamente in altro lavoro. mi limito qui a

farne uso in un caso speciale che di esempio assai perspicuo delle due specie

di degenerescenza che possono pres re le operazioni lineari od omografie

in uno spazio ad un numero infinito di dimensioni.

3. Consideriamo la funzione di due variabili:
(4) K = > 3.y) F e, Bunr(y)).

arlano nell'intervallo J (e =ax < b

. che si supporrano diverse da zero, ¢ le ¢, sono

le tre seguenti condizioni:
) esse rendano la serie del secondo membro di (4) convergente uni-
formemente rispetto ad ed 1 tutto 1 iutervallo J;
se £y,/s.... appartiene a (£), v1 appartengano anche ¢, 4, , ¢o ke, ...,
c 2
) la successione (n=1,2,..) appartenga a (/).

Mediante la funzione (4). assunta come nucleo, si possono definire le

due operazioni inte

5) Alg)= | Klz.pngly)dy , Alg)= | K(z,y) ¢(z) dr

per ogni funzione integrabile ¢(x) data nell intervallo 44 in particolare
per ogni elemento di S, o di Sz

4. Applicando le A agli elementi di («), si ottiene:

(6) Ale,)=r—¢ «, + ¢ «
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applicando la A agli elementi di (), si ottiene:
(7) ;{(l‘]u) — (";; .'"'n + Cn ,Sn-#l .

) " ') 3 ) a71 1 1 inizi 1 3
' Le (6) e (7) w.nr) lo equazioni di definizione di due omografie, rispet-
tivamente nello spazio S, e nello spazio Sg.
Se si applica la A ad un elemento

o= ke,

di S,, si ottiene:
(8) A(‘]’)=_\_(C:, /{"n‘i'-cn/l"n+1)an:
(n)

se si applica la A ad un elemento

l/} = i /l,, p)n

(n)
di Sg, si ottiene:
(9) A(Y) = (¢h bn + eny humy) Ba

n)

e per l'ipotesi 4) del § 38, A(¢) ed A(¥) appartengono rispettivamente ad
Sa ed Ss.
5. L'operazione A ammette radici nello spazio S.. Infatti, se poniamo

(10) 0;:’]n+¢‘n’[u+1=0 (/l=1 .2.;)‘....)
ne viene da (8) che 1'elemento

Wy ==, &, ‘+‘ 72 C2 + + In &n +
da

(11) A{wy) =10;
e poiche si ha dalle (10):
(12) {/n—:‘(—l)”_l'/l ddbonl o )

ClCa Oy

ne segue per 1'ipotesi ¢) del § 3, che questa radice w, appartiene effetti-
vamente ad Se.

Nel caso in cui il sistema (e) sia tale che un elemento (1) di S, non
possa essere nullo se non ne sono nulli tutti i coefficienti %,. la radice w,
¢ unica per A in Sy, all'infuori del moltiplicatore costante ¢, .

6. Risolvendo il sistema

) , (0 per » m
(13) ('u/f;n+('n/fn+l=;1 I' :li;n
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si ottiene la soluzione particolare

: 1
,:O A,‘z(l- Tm+1 = )
Cm
P yhe Cm+1 ~ = 1) Cml v =)
M+ — T = 3 s g —/— ¥
Cm Cm+) Cim Ce) oor Coneni=)
e da queste e dalle (10)-(12) la soluzione generale
A
L'elemento
1 .".i +
(14) By = By ——— L Ay =+
Cm Cm Cm+)
soddisfa all'equazione in ¢
(15) A 9”‘:1(,,.

cui soddisfa pure w, -+ cw, (¢ eostante arbitraria), e questa ultima & la
soluzione pil generale di (15) nell'ipotesi fatta alla fine del § precedente.
L'elemento ©,, appartiene ad Sa, come risulta subito dalle ipotesi del § 3.

7. Dai due S§§ precedenti risulta che 1'omografia A presenta quella
degenerescenza che ho chiamata di peima classe (!): essa ammette cioé ra-
dice in S, ma é invertibile in S; nel senso che qualunque elemento della
base («) di questo spazio si pud generare applicando 1l'operazione A ad un
elemento dello spazio medesimo.

8. Consideriamo ora 1'effetto della A applicata ad un elemento Y di Sg.
Si ha, se ¢ ¥ = 3h, 3., dalla (9):

AW)=D gubn , gn=CLha4 Cashn,.

Ora, poiché la g, appartiene ad (), e quindi 3% & convergente, ed &
anche convergente g7, dove ¢, é data dalla (12). ne segue, come & hen
noto, la convergenza di Z4,g,. Ma si ha immediatamente

TN (s (asi(is

. :
71 9 T qngn=(—1)"—— :
CHlCs o e
onde
S fngn=lim (— 1)y» —2=1 4
[} = Cy Cg oo Cpmy
(*) Rendic. dell'Istituto Lombardo, 15 luglio 1897: Pincherle e Amaldi, Ze opera-
sioni distributive, pag. 444 (Bologna, Zanichelli, 1901); H lamard, La série de Taylor

pag. 80 (Paris, N
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Ma per 1"ipotesi ¢) del § 3, &

' '
; (U oo (B s
lim g,, A B2 R0
n=mw C) Cg \ov Cp—y

=0:

¢ quindi, per 1'ipotesi /) del medesimo §, & anche

Dunque si ha
(16) > Gngn=0-"

(n)

l

Talché 1'operazione A, applicata allo spazio Sg, non riproduce elementi ar-
bitrari di questo spazio, ma solo elementi tali che i loro coefficienti Ol o
soddisfino alla relazione (16). Secondo una nomenclatura geometrica che ho
usata in varie circostanze, gli elementi A(y) appartengono ad un determi-
nato piano funsionale. Per il suo carattere, la proprieta degli elementi A(y)
¢ logicamente analoga alla divisibilita (?).

D'altra parte, la A non ammette necessariamente radici in Sg. Cosi,
se il sistema (8) & tale che un elemento (2) di Sg non possa essere nullo
se non sono nulli tutti i coefficienti 4,, l'operazione A & priva di radici
non identicamente nulle, poiché 1'equazione

A(Y)=0
porta al sistema
C;, Tin + Cnm1 Bpmy =0 y (/Z — 1.2 )

che da tutte le 4, uguali a zero.

9. Risulta dal § precedente che l'omografia A da esempio di quella
degenerescenza che ho detta di seconda classe: non ammette radici in Sg,
ma applicata ad Sg non riproduce tutto lo spazio Sg, bensi solo una parte
di esso.

10. Nel caso che uno dei coefficienti ¢;, sia nullo, per esempio ¢, =0,
i due fatti ora notati si presentano nmel modo pil semplice. Infutti «, & ra-
dice per l'operazione A, mentre l'operazione A & tale da produrre quei soli
elementi di Sg in cui manca il termine in 8,.

11. Per brevith di discorso si & ammessa la continuitd della () e
delle () e la convergenza uniforme delle serie di S. ed Sg. Non vi ¢ diffi-
coltd a porre condizioni meno restrittive; basta la semplice integrabilita,
nel senso di Lebesgue, per le funzioni, e la integrabilitd termine a termine
per le serie; si lasciano al lettore le facili modificazioni.

(") V. la mia Nota nei Rendiconti dell'Accad. di Bologna, 8 maggio 1910.
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12. In un recente lavoro (*), sintesi accurata e ricca di interessanti
considerazioni sulla teoria delle matriel infinite secondo le idee di Hilbert,
i signori Hellinger e Toeplitz danno alcune proposizioni di carattere for-

male (%) relative alle equazioni simboliche

ass =43 , jya=79d,
dove € & una matrice data. J @ la matrice unitd, &S ed 3’ sono matriei
da determinarsi; tutte da supporsi limitate (besehrdnkt) nel senso di Hilbert.
la prima si dice veciproca a destra,

Quando esistono tali matriei €
]a seconda reciproca a sinistra di €. Gli autori citati osservano che mentre

per le matrici finite sono possibili solo i due casi seguenti:
1) esiste ununica reciproca a destra e un'unica reciproca a sinistra,
fra loro coincidenti:
2) non esiste reciproca né a destra, ne a sinistra;
inite limitate sono possibili anche gli altri due casi:

nvece per le matriei g

3) la reciproca a destra ¢ indeterminata, la reciproca a sinistra non
esiste ]
tra e indeterminata, la reciproca a destra non

esiste.

Ora. i due casi 3) e 4). particolari alle matrici infinite, corrispondono
precisamente alla degenerescenza di prima e di seconda classe che ho notate
i infinite dimensioni. A persuadersene, basta

al

nelle omografie di uno spazio
osservare che in uno spazio S; la cui base sia la successione a,,a,,...a,,...,

un'omografia A & definita da

e alla somma ed al prodotto di due operazioni corrispondono, come si verifica
subito, la somma ed il prodotto delle matrici corrispondenti.

Se allora siamo nel caso 3) di Hellinger e Toeplitz, abbiamo, indicando
con 1 l'operazione identica, almeno due distinte operazioni X, X’ tali che

AX=1 , AX'=1
onde

A’X—X'i—_“:

(*) Grundlagen fir eine Theorie der unendlichen Matrizen (Math. Ann., Bd. 69

289, 1910

(*) Loc. cit., pp. 311-312




I'operazione A ammette dungue radici, pure essendo gqualungue elemento
dello spazio raggiungibile coll'operazione A: A & dunque degenere di prima
clagse. Montre se siamo nel caso 4), abbiamo per due operazioni distinte
X

A== Y AT=—]
onde

(Y—Y)A=0;

I'operazione Y — Y', non nulla in S, per ipotesi, da dunque per risultato
lo zero se applicata a qualunque clemento A(e); A(e) non pud essere dunque
che una parte di Se, pur non avendosi radici. A & quindi degenere di se-
conda classe.

Per le operazioni A ed A studiate nella presente Nota, troviamo come
matrice corrispondente ad A la seguente:

Se si vuole la matrice reciproca a destra, si ha da risolvere il sistema (13),
che ne pone in luce 1" indeterminazione; mentre se si cerca la reciproca a
sinistra, si ha da risolvere il sistema

m

[ Jf

o e e —
n vy | Cn—1 n—1 ’1 . 7

il quale da in generale una successione /4, mnon appartenente a (%); natu-

ralmente 1'inverso accade per A .

Matematica. — Sopra le funzioni permutabili di 2° specie
e le equazioni integrali. Nota del Socio ViTo VOLTERRA.

Zoologia. — Intorno ai Protosoi dei Termitidi. Nota preliminare
del Socio B. GRASsI.

Le Note precedenti saranno pubblicate nel prossimo fascicolo.




