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MEMORIE E NOTE
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Matematica. — Sopra le funzioni permutabili di 2¢ specie
e le equazioni integrali. Nota del Socio Viro VOLTERRA.

1. Consideriamo le funzioni finite e continue
fl(f’;) ) f?(w) yaen (@) (}71(-2‘) y @a() .o ¢n(‘73) )
quindi poniamo
1
fo os(2) fi(z) de = 2q
e supponiamo che il determinante delle iy sia diverso da zero.

Formiamo adesso le funzioni

n n

(1) F(z,y) = }:_ \;s ais [i(2) 9s(y)

7

) O, )=, b filw) guly).

Se operiamo sopra F e @ una composizione di seconda specie (*) otterremo
la funzione

F(D(x VY) = .\:i is eis fi(x) os(),
1 1

(1) Questioni generali sulle equasioni integrali ed integro-differenziali. Rend. Ac.
dei Lincei, Seduta 20 febbraio 1910, § 8.
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essendo

\_h lk i )‘h\ i\: .

Cis

Per rappresentare questo seriviamo le sostituzioul

\“ A= @)y @opy o Qon | \-_\) B =

Inly @ne Qnn ' 12y \
/1.).,. -';‘14 iy ) ¢y /

(3) e ) B el gy G ) w .
/ );,i; 5 / § 3 ane /\ \ , Cily Cpi2 « oo Ciin

ed avremo
C=A4B,

ove il secondo membro denota il prodotto delle tre sostituzioni A 4 B.
Ne segue che la condizione necessaria e sufficiente per la permutabilita

di seconda specie delle funzioni (I) e (II) & espressa da

() AAB=BAA.
2. Cid premesso osserviamo che la relazione precedente & equivalente
(5") ‘1.\)<.IR!=|‘.IB)\-L\].

iria e sufficiente per la permutabilita di seconda
sostitusioni AA e AB siano fra loro permutabili.

Nella ipotesi in eui B si riduca all’identitd, cioe

15 OREE ()
B o1 0(_
'wlwi ..1\
e quindi
(6) Dz “’/|:l."‘ z) gily)

la condizione precedente si riduce a

ossia che [le sostituzioni A e A siano fra loro permulabili, mentre se

A =1 essa diviene

ossia che siano permutabili le sostiluzioni B ed A .




—paog

3. Ho studiato la questione delle permutabilith delle sostituzioni nei
Preliminari della seconda parte della mia Memoria: Sus fondamenti della
leoria delle equazioni differengiali lineari (V).

Rimando quindi alla suddetta Memoria per la trattazione del problema
di trovare tutte le sostituzioni permutabili con una data sostituzione. Percid
nota la funzione (I1) potremo avere tutte le funzioni della forma (I)
permutabili di 2* specie con essa.

4. Nella Memoria adesso citata (*) ho dimostrato il teorema seguente:
La condizione necessaria e sufficiente affinché le sostituzioni permutabili
con una data sostituzione siano permutabili [ra loro é che i divisori ele-
mentar: della sostituzione data siano potenze di basi tulte differenti fra
loro. Quando questa condizione & verificata ho chiamato la sostituzione ele-
mentare.

Ne segue che la condizione necessaria e sufficiente affinché tutte le
funzioni (I) permutabili colla (11) siano permutabili fra loro ¢ che il
prodotto delle sostitusioni AB sia elementare. |

5. Vogliamo dare subito una applicazione dei precedenti resultati ad k
una questione di equazioni integrali.

Supponiamo 4B elementare e siano Fo,F,,F,,..F,, m 41 fun-
zioni della forma (I) permutabili di 2* specie con (II): esse saranno per-
mutabili fra loro.

Proponiamoci il problema di trovare una funzione F, avente la forma
(1) e permutabile con (11), la quale verifichi l'equazione integrale di grado m

(11I) 0 L T [ TR Y ) P
Posto
Fa= Y, >, a® /@) euly),
1

P 18
1

h h) >
Ay s Qyy e Oy
h) (W) thy
g 03
A= 21 22 m o\
h) (W) W)
GO 1) 4 A2 ann

dovremo avere

(L) (Ahe) (MY + (AA,) (AA)™ + (AAy) (AR -
+ (AAmes) (AA) + AAp = 0.

(*) Memorie della Societd Italiana delle Scienze (detta dei XIL), ser. III, tomo XII.
*)

') Preliminari, § 6.




Ora, riducendo le sostituzioni 4A,, A4A, | ... 4A,, , 4A, alla forma nor-
male (') potremo scrivere

o —
AN, = T ; 11, Rao f a8
1

A 2y R, b,

ove
I
a 0 .0 yinae U
~ et vath unegp IR0
Ryo— S
Ay a® Lo Gl 0
/ (9 7)) o= oD n
(‘(‘. g “;‘_, ) al“.\] 2 Pt h,g
« 0 , 0 sl
\ L ST o > et U
R. = 3 I3 P
= e @’ . a‘]” Sl
/ 1‘(“.1"‘ , @ :"‘:—“ ~ R‘.I"_" o T (l:l)
mentre

Lttt p=n,
e T & una sostituzione a determinante diverso da zero. Ne segue

(7) Roy B+ Riy; R 4 Re B2 4 - +Bm1g R+ BRpmy=0.
1y=1.2....p).

Potremo dunque prendere «," eguale ad una qualunque delle radici
della equazione algebrica di grado m

® el tafjemt ezt dal) oo, — 0.

Ottenuto a’, i valori di o v @y ... @, tali che la (7) sia soddisfatta,
si calcoleranno risolvendo successive equazioni lineari.

Le diverse sostituzioni £A, e quindi le diverse A, che verificano la (T11,)
si avranno dunque mediante la risoluzione di equazioni algebriche (8) di

(*) Sui fondamenti della teoria delle equazioni differenziali lineari. P

arte prima,
Memorie della Societa Italiana delle Seienze (detta dei XL), ser. II1, vol

. VI, Prelimi-

nari, § 2. Vedi anche Parte seconda (pree. citata), Preliminari, § 6,
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grado m e di equazioni lineari, e a seconda delle combinazioni delle varie
radici delle equazioni (8) si otterranno altrettante soluzioni.

Ad ogni sostituzione A che verifica la (IT1,) corrisponderd una fun-
zione F' che soddisfa 1'equazione integrale (III).

6. Sia ora ¥(z,y) una funzione qualunque permutabile di 28 specie
colla (1I). Poniamo

AN 1
ri= fo fo B(x , y) ¢u(x) [\(y) d dy ,
€11, 812, ... €y,

10} = €215 Cag y +us €2,

én) ] en? e enu

In virta delle permutabilitd avremo

F"’(‘T 1 &) 303, bis [1(8) @s(y) dE = El‘l’(é’ 2 Y) 22 bis fi(z) @i(8) dk

<0

quindi

S o) ptor aody [0, 0 300 10 g0 a6

=[f, o) i doay [0, 1) 3.3, b0 100 9000

vale a dire

33,00 [ [ W 9 90 10 s [ 0i0) ) dy =

1 1 1
= 2i 3, bis [ on() fi(x) da E E P&, y) 9s(8) fr(y) dE dy
d'onde
9) EB.{ = 4BE.
Seriviamo
Bz, y) = ZnZx mwx fn(z) @x(y) + O(z , y)

colla condizione

15>
J-’ O, y) ¢r(@) f(y) de dy =0. (r,s=1,2,..n)
0 <0
Posto

My Mgy oo My,
m Moo y v M /
M= 21 9 22 y on s

(DT O 10 et )




sard
E= AM 4.

Quindi, in virta della (9),
(AM) («4B) = (4B) (AM),

onde la funzione
=h =k M "M.I'\ ([&(_I/)

colla (IT) e percid anche @ sard permutabile colla (1),

sard permutabile

ciog
- =
O . &) IS b i) @ (0) dE = | 33 bis fi(@) 9 (¥) O(F , y) dE .
Moltiplicando per /x(y) dy e integrando fra O e 1 si avrd
| /) dy | o, £) 3 3 bis i (8) @s(y) A& =
<] i) b2 |
=33 b fi(@) | | O, y) @:(&) faly) dEdy =0,
oo
ovvero
| O@,8f@Ede=0. (G=1,2,..n)

25 25 bis A

supposto il determinante della sostituzione B4 diverso da zero,

Ne segue,
ol
(10) | ©@,8)/f(8ds=0. (i=1,2,..n)
In modo perfettamente analogo si ha
(10 | OF.,y) gi(5)ds=0. (i=1,2,..1)

Ora la funzione pili gemerale che soddisfa le (10) e (10") & ()
- — & .
(11) O(z,y)=2 =z, : \_ is @s(y) ( Rz, &) [i(&) dE
Jo
1
) [, g) ou2) as +
o

W :l Zs Mis /’(“c
1 7

S, ik hhs ( ; ( (& ,7m) @s(8) fi(n) d& dy

~<

+ 25 3 fu(z) ex(y) =5

(*) Cfr. Lauricella, Sopra alcune equazioni integrali. Rend. Accad. Lincei, Seduta

7 giugno 1908.
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My g Mgy e Mg
My y Mg 5 oo Loy / = A1

\ Mny oy Mgy e Mg \

e £(x,y) & una funzione arbitraria. Prendendo dunque la funzione pin ge-
nerale della forma (I) permutabile di 2® specie con (II), ottenuta colla
regola delle sostituzioni permutabili, e aggiungendovi la (11) si otterrd la
funzione piut generale ¥(z,y) permutabile con (II).

7. Ritornando alla equazione integrale (III) di grado m, osserviamo
che, se alla soluzione F', avente la forma (I), aggiungiamo la funzione @
otterremo sempre, in virtl delle relazioni (10) e (10’), una funzione che sod-
disfa l'equazione integrale stessa, ed avremo cosi la funzione piu generale
permutabile con la (II) che vi soddisfa.

8. Se prendiamo

fi(z) = gi(x) (=1,2,..n)
e supponiamo che queste funzioni siano normalizzate, sartd 4 =1 ¢
(D(“f‘;’/):,}l_ 2‘_ bis [i() [+(y) »
F(a;‘?/):}ri‘z ais [i(z) fs(y) -

Quando le funzioni f,,/s,..f, fanno parte di un sistema normalizzato
T fg,... [x, (essendo N >u) otterremo delle funzioni @ che verificano
le (10) e (10) prendendo

=Y, i}.‘ gis fi(@) fi(y)

ove le ¢i sono costanti arbitrarie. B facile estendere il resultato al caso
N=oo.

9. Mi sono permesso di presentare le precedenti osservazioni in occa-
sione della pubblicazione dei resultati eleganti e di notevole interesse do-
vati al prof. Sinigaglia.

Mi sembra che, ponendo in luce il collegamento della questione delle
funzioni permutabili di 2* specie con quella della permutabilitd delle sosti-
tuzioni, si riconosca la vera natura del problema e si possa penetrare nella
sua intima essenza. Nel tempo stesso possono cosi anche ottenersi varie
estensioni e delle applicazioni del problema medesimo come abbiamo veduto
nel § 5.

Vi e poi da osservare che i metodi che servono per le funzioni permu-
tabili di 1* specie sono diversi da questo applicabili alle funzioni permutabili
di 2* specie.



