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Matematica. — Sulla espressione del resto in una opera-
zione funsionale usata da Lord Rayleigh. Nota del Socio T. LEvi-

CIVITA.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fasecicolo.

Matematica. — Sulla risoluszione dell’equazione integrale di
1* specie. Nota del Corrisp. G. LAURICELLA.

In una Nota, presentata all'Accademia nella seduta del 7 giugno 1908 (%),
ho introdotto, per lo studio e per la risoluzione dell'equazione integrale di
1® specie a limiti costanti, la considerazione delle funzioni ortogonali di
Schmidt, ed ho seritti, in termini noti, i coefficienti dello sviluppo della
soluzione della equazione integrale medesima in serie di funzioni ortogonali,
dimostrando (§ 4,. pag.
¢ integrabile termine a termine in tutto il campo, rappresenterd certamente
una soluzione dell'equazione integrale data. Nella medesima Nota ed in
un'altra del 6 settembre 1908 (*), ho date poi due condizioni necessarie
(§ 3,. pag. 780 della prima Nota; § 2, pag. 195 della seconda Nota)
per l'esistenza di una soluzione di una equazione integrale di 1® specie. In
seguito il Picard (), usufruendo di un noto teorema di Riesz, ha dimostrato,

80) che se essa serie, moltiplicata per il nucleo,

i

per il caso di un nucleo chiuso, che queste condizioni, le quali si riducono
allora ad una solamente, sono necessarie e sufficienti; e subito dopo io, gui-
dato dall’idea di Picard, di usufruire cioe del teorema di Riesz, ho dimo-
strato (*) che anche nel caso di un nucleo non chiuso, le due condizioni
necessarie, trovate nelle precedenti mie Note, sono sufficienti.

Qui mi propongo di dimostrare che, in virtd di un recente teorema di
Weyl (°), quando & soddisfatta una delle due condizioni (quella comune a
tutti i casi) di esistenza della soluzione dell'equazione integrale di 1® specie,

Sopra alcune equazioni integrali. Rendic. della R. Acec. dei Lincei, vol. XVII,
serie 5%,
*) Sulle vibrazioni le piastre elastiche incastrate. Tbid.
Quelques remarques sur les équations intégrales de premiere espece, ecc. Comptes
rendus, 14 juin 1909,
(*) Sull'equazione integrale di 14 specie. Rendiconti della R. Accad., dei Lincei,
vol. XVIII, serie 5%

(%) Ueber die Konvergenz von Reihen, die nach Orthogonalfunctionen forschreiten.
Math. Annalen, Bd. LXVII, 1909. Cfr. M. Plancherel. Contribution a 'étude de la ré-
presentation d'une function, ecc. Rend. del Circolo Mat. di Palermo, t. XXX.
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il corrispondente sviluppo in serie di funzioni ortogonali, per un conveniente
aggruppamento dei suoi termini, & convergente in tutto il campo, eccettuato
al pitt un insieme di punti di misura nulla, ed ancora che questo sviluppo,
cosi modificato, moltiplicato per una funzione sommabile (cioé integrabile
nel senso di Lebesgue) insieme al suo quadrato, & integrabile termine a
termine; sicche, supposta soddisfatta anche 1'altra delle due condizioni di
esistenza, esso sviluppo rappresentera sempre nel campo che si consi-
dera (eccettuati al pin © punti di un insieme di misura nulla) una solu-
gione dell’equazione integrale data. In questo modo si ha una rappresen-
tazione analitica della soluzione di un'equazione integrale di 12 specie, tutte
le volte che essa soluzione esiste. L'indeterminazione dei valori di questa
soluzione in un insieme di punti di misura nulla, dipende evidentemente
dalla natura stessa del problema; anzi si possono fissare ad arbitrio in questi
punti, quando si presentano, i valori della soluzione. La dimostrazione di
questo teorema rappresenta nello stesso tempo una nuova dimostrazione della
sufficienza delle condizioni di esistenza di una soluzione delle equazioni in-
tegrali di 1® specie. i per questa ragione che nella presente Nota presup-
pongo solamente la conoscenza del teorema di Weyl e della teoria delle
funzioni ortogonali di Schmidt.

E importante osservare che, se il nucleo dell'equazione integrale mon
ha discontinuitd alcuna nel suo campo di variabilitd, le corrispondenti fun-
zioni ortogonali non avranno discontinuith; e quindi, poiché, in virtu del
teorema di Weyl, la serie che rappresenta la soluzione, modificata nel modo
anzidetto, & equiconvergente in qualunque campo che escluda i punti di
indeterminazione (i quali formano, come si & detto, un insieme di misura
nulla) con segmenti che li contengano nel loro interno (convergente unifor-
memenle tn generale), ne segue che le discontinuita della soluzione della
equazione integrale potranno presentarsi al pilt nei punti di questo insieme
di miswra nulla; per modo che essa soluzione sard certamente integrabile
nel senso di Riemann; e quindi i risultati stessi devono potersi dimostrare
senza ricorrere al concetto di integrale di Lebesgue. La medesima osserva-
zione pud farsi nel caso in cui il nucleo ha nel suo campo di variabilitd
un numero finito di punti e di linee di discontinuitd; e non & escluso che
essa possa ripetersi in casi nei quali il nucleo, pur avendo un numero infi-
nito di punti e di linee di discontinuitd, sia integrabile nel senso di Rie-
mann ().

In fine della presente Nota dd poi un metodo per ricondurre la risolu-
zione di un'equazione integrale di 1* specie a nucleo non simmetrico, alla
risoluzione di un'equazione pure di 1® specie a nucleo simmetrico.

(*) Tale @ ad es. il caso di una funzione che abbia un numero infinito di rette di

discontinuitd parallele ad uno dei due assi, supposto che i punti di intersezione di queste
rette con 'altro asse formino un insieme di misura nulla.

Renprconti, 1911, Vol. XX, 1° Sem. 70
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e D quaisiasl se convergent

overgera, secondo una locuzione introdotta da Weyl stesso, uniformemente

d una quantitd positiva ad

la serie (1 nverg i In un campo B;, facente
. te di a5, e a misura 1 e 2 b—a—d, verso una
] funzione La funzione sa minata nel campo aé, astra-
s ne al pia pe nt n in sura nulla; ed ancora la
nzione sara sommabile insieme al suo quadrato e si avra:
l
I 2 = =0
d aggiung I t P4 altra serie con-
ergente uniformemente in generale nel 1] , che si pud trarre dalla
erie data f,(z), /s nverger r 2 fu f(s); e con-
ergera pure verso la funzion campo «f, contenuto in ab,
jualunque serie g e as, 2 81 pud trarre dalla data.
. Z A\_ K ) L

mabile insieme al suo quadrato nel
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In virty della teoria di Schmidt (*), esisterd una serie finita od infinita
(numerabile) di coppie di funzioni ortogonali:

P1(8) . Yi(5) 5 @a(s) . Ws(s) ; ...

ed una corrispondente serie di costanti positive:

lla}'Z 0y O

3

che avra il solo punto limite 2 = oo, se sard infinita, per le quali si abbia:
b
9i(s) = 4; f K(s, ¢) i(¢) dt ,
b
Yy =k [ E(t,5) gt ar.

Cid premesso, si consideri 1'equazione integrale di 1* specie:

b
©) o) = [ K(s, ) by
e, supposto che essa ammetta una soluzione %(¢), si ponga:
b b b
dy— j 9(8) @u(2) dt =f f K(z, t) h(t) ¢y(7) dt dv =
b b 1 b
:f h(?) dtf K(z, t) gu(z) dz = },—f h(t) w() dt .
Se il quadrato di A(Z) & sommabile nel campo @b, si avra:
b 11 2
0 _<_f g B(E)— >, dy Ay y(t) g dt =
a 1
b i 13 b
=f Sh@)frde 4D ATdi—2> Ay dvf h(2) Wu(t) dt =
a 1 1 a
b i
= [Mpopa—3 za.
a 1

Quindi la serie 12” A’d; dovra essere comvergente (%).

Supposto in generale che il nucleo K(s,¢) non sia chiuso, indichiamo con
(4) 0,(s) , 05(s) , ...

(*) Zur Theorie der linearen und wichtlinearen Integralgleichungen. Math. An-

nalen, Bd. LXIII, 1907.
(®) Cfr. il § 2, pag. 195 della seconda delle mie citate Note.
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le solusioni effettive (') dell'equazione:

b

(5) [ K(s,?) 0:(s) ds=0.

Nell'ipotesi sempre che 1'equazione (3) ammetta una soluzione, si deve

necessariamente avere (*):

=0

~b

~b ‘b
| h()dt | K(s,t)6i(s) ds

(6) | g(s) 6:(s) ds =
“a ~
i N n
8. Ora s¢ supponga la serie > A d. convergente. Posto:
1

F B
fo(8) = D, dy A Yy(s),
T

sard, per ¢ >p,
i P 3- ) C e gt
3o(8) — fo(s){*ds = | 'l‘ dy Ay Un(s) | ds = \_)v d,4; ;

p+1 3

“a

e quindi, in virth dell ipotesi fatta,
m | 3fa(s) — f,(s) 2 &

pg=wa

Si avrd inoltre:

in modo che, come si pud sempre fare,

Scelto 1'insieme S

la serie
s o e, -

sia convergente, si consideri la funzione /(s) verso la quale, in virty del
teorema di Weyl, converge uniformemente nel campo B; (0 essendo data
ad arbitrio) la corrispondente serie di funzioni:

fn,(s) ) fn’(S) y seo

(*) Cfr. Lanricella, Sopra gli swiluppi in serie di funzioni ortogonali. Rendiconti

del Circolo Mat. di Palermo, t. XXIX. 1910,
contenuta, come dimostrai al § 3 (pag. 73) della
cessaria stabilita al § 8, (pag. 780) della

(*) Questa condizione necessaria 2
terza delle mie citate Note, nella condizione ne

mia prima Nota.
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Si ha evidentemente per un indice p qualsiasi:

Jo & — K, 9 ds <2 f V) — fol)f ds +
+2 [ V6l — K, 9 ds =2 [ 1700) — fof ds +
+2 [ 10— K@, 9 s

e poiché il 3° membro della disuguaglianza non dipende da J, avremo che
esiste ed & certamente finito il

tim [ /6)— K(¢, )t ds = [1/(0) — (¢, )1 ds

e quindi ancora sard determinato e finito 1'integrale:

3 [ror+ e, 9 — e — X, ot |ds= [Ke, 9 70

Dalla disuguaglianza :

(10— notxe.a) = [0 —pords. [ 1K 9 ds,

e dalla (2) risulta poi:
b b
lim | K(¢,s) f5(8) ds =f K(¢,8) f(s)ds;
p=x® a a

e quindi, essendo:

[xC 9 n0ds=F, 0 [KE )i ds = 3 g0,

risultera :

b X
@ [TrE, 9 6 s =3, 490 =00

Importa notare che, in virtd della disuguaglianza:

(S agto) =( L= 0 ds) = [Cixie, o as. fpion as =

:f ;K(z,s)ffds.zl_vlfdv f (¢ 9 ds. 5,224
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la serie al secondo membro della (7) & equiconvergente in tutto il campo ab;

sicché potremo serivere per un indice w qualsiasi:

b & b
| 00 gu(®) de =D dv | gult) 9u(0) dt = dy;

AR

“a a

e cosl si avrd: b
| gult) }9() — r(0§ de =0,

qualunque sia 1'indice w. Questo significa (*) che la funzione 6(s) = g(s) —
— ¢1(s) @ soluzione dell'equazione (5). Ora si ha per una soluzione 6;(s)
qualsiasi dell’equazione (5):

7o) )

b 0
| 60 ) dt=>,dv | ou(0) 6:() dt =0;
“'a 1 a
per cui si avrd in particolare:
~b
| "6(t) gu(t) dt=0.
bl

Cid premesso, supponiamo che la funsione g(s) soddisfaccia alla con-
distone (6). Si avra: 3
('01‘11.17(1) dE— 05
a
e quindi: )

[ 6)edt= | 6() }9t) — gu(t)t dt = 0.

“a

Si avra dunque in tutto il campo b, escluso al pit un insieme di
punti di misura nulla:

[ "K(¢,5) f(s) ds = g(1).

“va

4. Nel caso in cui il nucleo K(s, /) non é chiuso, se x(#) & la funzione
pill generale del campo a4, per la quale la serie:

2
D u Yult) ‘ x(7) Yu(r) dr

¢ integrabile termine a termine nel campo 45, la soluzione pil generale
dell’equazione :

b
r K(s,?)e(t)dt=0

(*) Schmidt, loc. cit., pag. 464,
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sard data da (}):

o0 =20 = 00 | 40) putr) ars

6 quindi la soluzione pit generale dell’equazione (3) sard data da:
h(s) = £(s) + o(s).

Osserviamo che si pud scrivere:

1) = /i (8) T3 /na(8) = Fins (W = 1 fa(8) — fra(s)t - -+

)

o0ssia:

®) fm=§mawm+§maw@+m

ni+1

Riepilogando si ha cosi il seguente teorema: Condizione necessaria ¢
Sufficiente ajfinche U'equazione integrale (3) ammetta una soluzione somma-
bile insieme ol suo quadrato nel campo ab, ¢ che lo funzione data 9(s)
sia tale che la Serie Zv A d5 converga e che imoltre, nel caso in cus il
nucleo K(s ) non ¢ chiuso, essa g(s) soddisfaccia alla condizione (6).
Tutte le volte che queste condizions sono soddisfatte, i termini della serie
Z\, dy Ay Y(s) si possono aggruppare ordinatamente in modo che essa ri-
sulti convergente uniformemente in generale in tutto il campo ab, e lo
somma [(s) di questa serie, cosi modificata, surd una soluzione dell’ equa-
zione (3). La solusione piw generale di questa equazione si otterra agqiun-
gendo alla [(s) l'espressione ofs).

5. Osserviamo che la serie Zv dy Ay Wy(8) dn tutti quei punti nes qualy
¢ convergente, rappresenta sempre la solusione [(s) dell’equazione (3).
Infatti cid & evidente se il punto s & di quelli nei quali la serie (8) & con-
vergente uniformemente in generale, ossia se il punto s & di quelli nei quali
la f(s) & determinata. Se il punto s fa parte del gruppo di misura nulla,
nel quale la /(s) mon ¢ determinata, basterd prendere per valore di f(s)
in tale punto il valore della somma Y dy Ay y(s).

6. Dimostriamo ova che I'equazione integrale (3) a nucleo non simme-
trico equivale sempre all’equagione inteqrale a nucleo simmetrico:

3) 9(r) = fbg(s L 0) h(2) dt,

a

dove:
(9) gn(r)=fbK(s,r)g(s)ds ) Ig(r,t)=f K(s,7) K(s, ) ds .

(*) Cfr. Lauricella, la prima delle citate Note, § 6, pag. 482.




— 536 —

Infatti, moltiplicando i membri della (3) per K(s, ) ed integrando :
tutto il campo @b, si ha ovviamente la (3)'; ossia se h(¢) & una soluzione
dell'equazione (3), soddisferd all'equazione (3)"

Viceversa sia /(f) una soluzione dell'equazione (3). Tenendo conto delle
(9), si avrd:

~p “»
( K(s,7) : 9(s) o | K(s, ) A(?) dt 2 ds=0;

<a
e percid l'espressione:

~d
6(s) = g(s) — | K(s, ) h(¢) de

sard una soluzione dell'equazione (5). Se il nucleo K(s,?¢) & chiuso, dovrd
quindi aversi:

(10) o) = | K(s,?) h(¢)dt

in tutto il campo ab, esclusi al pid i punti di un insieme di misura nulla.
Se il nucleo non & chiuso, si rammenti che la g(s) allora deve soddi-
sfare alle condizioni (6); per cui si avrd in particolare:

b
( 9(s).6(8)ds=0;

e poiche:

| H) ds | “K‘S..’l h(t) dit = | ,}MM! | 71\'(3./1.9(3) ds=0,

| 16(s)2 ds= | dlsa:ws)—[ K(s.l)/e{()d/:z,/s:u;

e quindi anche nel caso in cui il nucleo non & chiuso dovra valere la (10).




