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Matematica. — Sulle funzioni permutabili di seconda specie.
Nota di Lurer SiNieALLIA, presentata dal Corrisp. G. LAURICELLA.

L. 11 prof. Volterra (*) chiama funsion: permutabili di seconda specie
due funzioni F(z,y), K(x,y) finite e continue, lo quali soddisfano alla
relazione:

~b rb
(1) f F(ur,s)K(s,y)dS=J K(z.s)F(s,y)ds=g(z,y).
“a “a

Scopo di questa Nota & di mostrave come introducendo le funzioni orto-
gonali di Schmidt, possano determinarsi le funzioni K(z,y) permutabili
di seconda specie con una data funzione F(z,y), che sia uguale alia somma
di un numero finito di prodotti di una funzione della sola z per un'altra
funzione della sola .

Poiché qui ci occuperemo della sola permutabilita di seconda specie,
divemo brevemente che tutte le funzioni K(z,y) che soddisfano alla (1)
sono permutabili colla F(x , y).

Supponiamo poi che la funzione data sia espressa mediante il corrispon-
dente sistema ortogonale completo ¢,(2),¥,(y), ossia supponiamo che sia:

@) (e = 5 9:(2) ¥ely)

~ £}
= Ay

lsei=h, (1l sei=nh

ove:
b b
f“ ¢i(z) gn(x) dx=30 sonimh) r Yi(y) U/h(y)(ly=20 so ik

“a

Notiamo anzitutto che se
b
3) f F(x,s) K(s,y) ds=g(x,y),

la g(2,y) dovra soddisfare alla relazione

n. b
@ oo ) =3 9r@) [ 99) 965 ) ds

(*) Volterra, Sopra le funzioni permutabili. Rendiconti R. Accad. Lincei, serie 5%
vol. XIX, 1° semestre 1910.
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e se Ki(x,y) ¢ una soluzione della (3), la soluzione generale della (3) @&
data da (%)

K(z,y)=K\(x,y) +6(x,y),
essendo 6(x , y) la soluzione generale dell'equazione

b

®) ' Fla,y)0(s,y)ds=0

e quindi

(6) 0(x,y) =o(,y) — ; () l U($) @(s , y) ds,
r=1 “va

essendo la (2, y) una funzione arbitraria integrabile.
Parimenti se

b
(7) | K(x, VFE,y)ds=g(x,y)
sara
(8) 9@, ) => vy | oz, w)dt
=1 “a

e se Kq(z,y) & soluzione della (7), la soluzione generale della (7) stessa &
K(z, y) = K(z, y) + &(z, Y),

essendo &(z , y) la soluzione generale dell’equazione

~b
9) | &z ,s)F(s,y)ds=0.

v a

e quindi

n rb
(10) §x,y)=0(x,y) — S @r(y) ‘ o(z, 1) @.(t) dt ,
r=1 “a

essendo o(x ,y) una funzione arbitraria integrabile.
Intanto dalle (4). (8) si ha

n “b b
0@ )= 9@ vly) | wi(s)ds [ 95, ) un(t) dt.
i,A=1 “a Ja
ossia
(11) 9@, y)= > wngilz) Y(y).

i,h=1

(*) Lauricella, Sopra alcune equazioni integrali. R
vol. XVII, 1° semestre 1908.

endic. R. Accad. Lincei, ser. 53,
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essendo ¢, delle costanti.
definita dalla (11) deve es
sard

Per determinarle rammentiamo (*) che la g(z,7)
sere una funzione permutabile colla F(z,y), cioé

b b
f F(x,s)g(s,y)ds:f g(z,s) F(s, y) ds;
quindi se poniamo

Bn = [ ") yute) s

dovrd aversi

L TERE 1 2
Z 3 T Z Ay, Qiyr — s Z Aiany i (z) Yn(y) =0 :
1,h=1 h r=) =

e poiché le ¢;(x) sono fra loro linearmente indipendenti e cosi pure lo sono
le Yn(y), le n* costanti a;, dovranno soddisfare alle n* relazioni

(12) liZAh,r Qiyr — An ZAr,iar,h=O, (¢, h=1,2,.. n)
r=1 r=1

Posto cid preso un sistema di valori @;, che soddisfano alle (12) cerchiamo
la soluzione pid generale dell'equazione

(13) [ ¥ 9x6 = 3w i

1 1
A tale scopo cerchiamo di determinare le costanti bin in modo che la
funzione

n

(14) Ki(z,y)= Zl bin 9i(z) Yn(y)

i =

sia una soluzione della (18). In tal caso dalla (18), ponendovi per K(z,y)
la K,(z,y) data dall’espressione precedente, si ha

T LS e et e
=

i,h=1 v r=1

e quindi le &;, soddisferanno alle relazioni

(15) Z Ar,i by =4; i,n (Z S =180 I 72) .
=

(*) Volterra, Questioni generali sulle equasioni integrali ed integro differenziali.
Rendic. R. Accad. Lincei, ser. 5% vol. XIX, 1° semestre 1910.
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Ora si vede facilmente che se

il determinante del sistema (15) & D", e se denotiamo con Py, il comple-
mento algebrico di A;, nel determinante D (che supponiamo diverso da
zero) deduciamo dalle (15)

L

(16) bin = D

¥ &Pt (t,h=1,..m).
=

La sclazione generale della (13), quando le costanti @i, soddisfano
alle (12) & dunque

(17) Kz,y)= > bingi(@) ¥aly) + 02, 9);

i,

ove 6(x,y) ¢ la soluzione generale della (15) ed & quindi data dalla (6);
le costanti &;, sono poi date dalle (16).
Osserviamo poi che per la (14)

~ ) i n 1
] Ki(z,s)F(s,p)ds= > Th Apbiy 9i(2) Yn(y) ;

& :.r'_.:1

ma per le (16)

/-L _\T Apr bip = 51/—;.\;1 s Pi ;Ah,- Ay o
e per le (12)
(18) L3 mipees LS B et
Ay i ' I DR ;

Quindi si ha

| Ki(x,s)F(s,y)ds= Z ain @i(z) Ya(y) ,

“a i,h=1

e la funzione K,(z,y) definita dalla (14) ed i cui coefficienti sono dati
dalle (16) & una funzione permutabile colla F(z , ).

Dunque perché la K(z,y) definita dalla (17) sia permutabile colla
F(z,y) bisogna che 6(x,y) sia una funzione permutabile colla F(z,y)
stessa. Ma la 6(x,y) & la soluzione generale della (5), dunque essa dovrd
pure soddisfare alla (9); sard cioé la soluzione generale comune alle (5), (9).
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Concludiamo cosi che la funzione piu generale permutabile colla nostra
F(2,y) & data da
(19) K@) = > bingi(e) yaly) + e, y) —
—\; er(y) j a(z, 1) 9,(t) dt — V 2 Yr(@) ‘ Wr(s) s , y) ds -
+ \ 0 Y@ J Un(s) ds. f e )0

essendo «(x , y) una funzione arbitraria integrabile e le 4;, costanti deter-
minate dalle (16).

Dalle relazioni precedenti possiamo anche facilmente trovare le relazioni
cui soddisfanno le costanti bin; infatti dalle (15), (18) si deduce subito

(20) j’f/YAhrbH—'lh\ AY‘Ib)h—O (i,}bzl,...72),

r=1 rfl

ciog le b soddisfanno alle stesse equazioni cui soddisfanno le W -
In particolare se F(,y) & una costante, poiché allora

1
9(z) =Y(y) = T__

la funzione piu generale permutabile con una costante sara

K(x,y):a(cc,y)—b—i—agfaba(x,l)dt—{—J;ba(s 7) (lsg—}—c

essendo ¢ una costante arbitraria.

2. Per risolvere completamente il nostro problema dobbiamo ora occu-
parci delle determinazioni delle costanti @, oppure delle &j.

Se poniamo

r E (AH azr Ari (Zri)

r=1

M=

yh—l \> Ahr Qiy '_;(h

7’—1 =1

Ari ar.h (l #: /L) L]

1

il sistema (12) consta delle # equazioni Iy =0 e delle #(7z — 1) equazioni
4;, = 0. Tali equazioni perd non sono linearmente indipendenti perché se
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le Ajn con #== & non sono nulle, fra le 4, , I'; sussistono queste » relazioni

F;=0

Aip Ay ¥ ‘

\,\' ._d’.‘h N ‘1 An,h Av'. ry e AY'I rs—1t
Lh=1 A; A L h R

Ar's—n h Ar'x-; r1 o AY'S——I Ps—1 ’

n 1 A§r| ry e Al’l rs
=N Y e
S T R A

Arsn LA Ay's rs

(S=1.2,.../Z—1),

n
ove > intendesi esteso a tutte le n(» — 1) disposizioni semplici della
z‘,n_=l
S o S . n—2
classe seconda degli indici 1,2,..2z; il > va esteso a tutte le s
r=Fi,h ==

combinazioni della classe s — 1 degli indiei 1,2,..i —1,741,..h—1,
: —1 S0 ol
h41,..n ed il > va esteso a tutte le (n x ) combinazioni della
classe s degli indici 1,2,..—1,741,..n.
Percid il grado di indeterminazione del sistema (12) [oppure del si-
stema (20)] e in generale z; e se poniamo

M \ /i se t=nh
Din=¢( 4

[0 se =m0k
la soluzione del sistema (20) quando D==0 e le A;; con =% non sono
tutte nulle é data in generale da
Ai.h Air. oo Air,
Ar.h Ar.n Anr;

n—2

(o

bpi = Phi Co -+ y

||
i
™~
o~
>
I
>
!

*rs

Arsh Arm Arsn

essendo le ¢ delle costanti arbitrarie.

Ponendo tale valore delle 4;; nella (19) avremo la espressione della
funzione richiesta.

Invece quando tutte le A;, con 7= % sono nulle il sistema (12) diviene

()'iAhh - ]'h A(,’) Qi p = 0 (Z' , B 72)

e da tale relazione segue che le g, relative agli indici Z,% pei quali
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Ay — A Ay =0 possono prendersi arbitrariamente, mentre le a,n relative
agli indiei ¢, 2 pei quali 4 Amn —24 A== 0 devono essere nulle.

Cos) se lo 4, sono tutte fra loro diverse, la funzione generale permu-
tabile col nucleo > M ¢ data da

r=l r

g ar 9r(2) @r(y) + oz ,9),

essendo le @, delle costanti arbitarie e ®@(z,y) la soluzione comune alle
(5), (9)- Invece se on(z), (r=1,2,..22%) sono 27z funzioni ortogonali e
si pone

Yr(@) = Pranl() (r=1..2)

il nucleo ZM é permutabile con la funzione
r=l1 r

n_

':—_1 n 9i(2) Ynly)

L h=

qualunque siano i valori delle costanti «; .

Meccanica. — Sull’efflusso dei liquidi fra pareti che presen-
tano una interruzione. Nota di Gusravo COLONNETTI, presentata
dal Socio LEvI-CIviTA.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo faseicolo.

Fisica. — Rotazione nel campo magnetico di un disco di
bismuto, riscaldato al centro o alla periferia. Nota di 0. M. Cor-
BINO, presentata dal Socio P. BLASERNA.

1. Un disco di bismuto & sospeso tra le facce polari d'un elettroma-
gnete, a 45° dalle linee di forza, per mezzo di un filo che compensa con
la sua torsione la tendenza orientatrice dovuta al diamagnetismo del disco.

Inviando nel centro di questo un sottile faseio di luce, che lo riscaldi
anche lievemente, si manifesta 1'esistenza d una energica coppia che tende
ad annullare l'orientazione diamagnetica, e a disporlo percid parallelamente
alle linee di forza. L’azione mon s'inverte invertendo il senso del campo;
cambia invece di segno se del disco si scalda con un faseio di luce anulare,
o altrimenti, la periferia. La coppia & massima a 45° dalle linee di forza
e pud allora raggiungere un valore rilevante cosi da superare la forte ten-
denza orientatrice dovuta al diamagnetismo, specialmente se il disco & un
poco affumicato.

Renorcontr. 1911, Vol. XX, 1° Sem. 75




