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Mececanica. — Calcolo delle azioni dinamiche esercitate da
corrent! fluide sopra parel rigide. Nota I di Tommaso Boagato,
‘ :

presentata dal Socio T. LEvI-CIVITA.

Nell' Idraulica, e specialmente nella teoria delle Turbine, & problema di
alta importanza quello della determinazione delle azioni dinamiche esercitate
da correnti fluide, in modo permanente, sopra paveti rigide.

Tale determinazione @& effettuata nei trattati di Idvaulica (') e sulle
Turbine (), per aleuni casl particolari e con speciali artifizi che variano da
caso a caso, e, quel che pit imporfa vilevare, con ipotesi e procedimenti
tutt'altro che rigorosi; spesso Vi si ricorre alle equazioni delle quantitd di
moto. ma, come giustamente osserva il prof. Levi-Civita, a proposito di
questioni analoghe (*) = il punto di vista @ sempre particolare. e vi si tra-
scura qualche cosa fin da prineipio =.

Orbene. facendo invece uso unicamente dei principi fondamentali della
ldrodinamica razionale, si pud con metodo uniforme, rigoroso, e quanto mai
semplice, trattare in tutta la sua generalitd la questione enunciata. Come
caso particolare si ottengono formule che sono in perfetta armonia con quelle
date negli accennati trattati

E appunto c¢id, che mi propongo di mostrare in questo lavoro, nel quale
determino dapprima (Nota I) la risultante delle azioni dinamiche, e poi
(Nota II) il momento risultante.

Nella trattazione mi valgo dei procedimenti dell'Analisi vettoriale (*),
i quali si mostrano particolarmente adatti in tali ricerche, a causa della

) Masoni, Corso di Idraulica, 3* ediz. Napeli, a. 1908; Flamant, Hydraulique,
3= ¢dit. Paris, a. 1909.
(%) Zeuner. Théorie des Turbines, traduite de I'allemand par E. Kreitmann, Paris,

a. 1905: Pfarr, Dic Turbinen fur Wasserkraf betrieb, Berlin, a. 1907.

(¢, Levi-Civita, Sulla contrazione vene hquide. Atti del R. Istituto Veneto,
t. LXIV, a. 1904-05

4) Cfr. Burali-Forti e Marcolongo, Eléments de calcul wvectoriel, Paris, a. 1910;
Omografie vettoriali ecc. Torino, a. 1909, Tn un breve articolo, pubblicato nel n. 61 della

Revue du Mois (10 janvier 1911, pag. 112) il sie. J. Drach da notizia degli Fléments
le calcul vectoriel ora citati, ma, a propusito del calcolo vettoriale in genere, dice tali

amenita. che & naturale il domandarsi sc egli abbia proprio capito lo spirito, la sostanza
e 1'oggetto di detto caleclo. Per eonto mio poi desidererei assai che il sig. Drach mi
dicesse come si fa, col calcolo abbreviato di Bobillier e cogli invarianti, non a scrivere

soltanto i risultati finali da me stabiliti in questo lavoro, ma a/! ottenerli in modo altret-

tanto chiaro e breve, pur avendo sviluppato totti i caleoli.
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esbroma semplicity o chiarezza che couferiscono alle formule che si debbono
maneggiare.

L. Formule preliminar;. — Indichiamo con § 1o s$pazio limitato da,

una superficie chiusa o, ¢ con y » Vo due vettori funzioni regolari dei punti P
dello spazio S. Si ha allora la formula (")

b : :
(1) i(ﬂmud8=~I(uXN)vda—fvdivudS,

ove N indica un vettore anitario, normale g 9, e diretto all'interno i S.
Oltre le dimostrazioni dj questa formula, indicate nella mia Nota citata.
1 pud pure dare la soguente, assai semplice. Si ha *):

1
grad H(u , v) = {/I'T‘)’ u v divu,

quindi, integrando ambi i membri nello spazio S, o trasformando poi il primo
membro in un integrale esteso a o, risulta:

I grad H(u , v) dS = — I H(u,v)Ndo = — f(uXN) vdo,
IS Ja Jo
percid ne segue la (1).

La (1), che ¢ una generalizzazione del lemma di Green, & molto im-
portante per 1'Idrodinamica. Nel caso particolare in cuj U=V =grad g,
essa ¢ stata data dal prof. Levi-Civita, il quale 1'ha utilmente adoperata
nella sua Nota gid citata. Le equazioni cartesiane, equivalenti alla (1), somo
state assegnate e adoperate recentemente dal prof. Cisotti, per stabilire il pa-
radosso di d'Alembert (*); tale forma cartesiana & perd alquanto complicata :
e poco dopo io ho fatto vedere (nella mia citata Nota dell’ Istituto Veneto)
come, per mezzo della (1), si potessero molto semplificare i calcoli.

Ricordiamo ancora che se una massa fluida, di densita ¢, & animata
da moto stazionario, il vettore v. velocitd di ogni particella fluida P, deve
soddisfare all'equazione di continuita :

(2) div (ov) =0,

() Boggio, Sul moto permanente di un solido in un fluido indefinito. Atti del R,
Istituto Veneto, t. LXIX, a. 1909-910.

(*) Boggio, Sul gradiente di una omografia vetloriale. Rendiconti di questa Acca-
demia, serie 5% vol. XIX, 2° sem. 1910,

(®) Cisotti, Sul moto permanente div un solido in un Auido indefinito. Atti del R,
Istituto Veneto, t. LXIX, a. 1909-910.
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che, sotto la forma di Bulero, e in
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azione fondamentale del moto,

e all'equ
si serive (1):

assenza di forze di massa,
7 1
(‘r;) ‘,[,‘, A% —_ g‘l‘:ld Py
5 dP [ |
L]

ove p & I'intensitd della pressione.

Fie

Moltiplicando scalarmente la (3) per dP (supposto che dP sia preso

nella direzione del flusso), si deduce subito:

//VB ——2 {[/'/
L
od ancora:
- P // 1]
(3) pe gz
Jp, @

ove v, e un vettore costante, e po una quantita pure costante (sopra ciascun
filetto fluido). Questa equazione mou & altro che quella di Bernoulli.

Alle precedenti equazioni bisogna poi
stica del fluido, che, mel caso della tempera
(4) e=/(p)-
Indichiamo con ¢ una superficie tubolare
le due estremitd; e supponiamo che il

agoiungere 1'equazione caratteri-
tura costante, si pud serivere:

9. Pressione net tubi. —

rigida, di forma qualunque, aperta al
equaziont classiche dell' ldrodinamica.

XLV, a. 1910.

() Boggio, Dimoslrazione assoluta delle

Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol.
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Suo interno sia ocecupato da una massa fluida In moto; pil precisamente
supponiamo che una corvente fluida (libera), proveniente dall' infinito, im-
boeehi il tubo (senza urti), e, dopo averlo attraversato, shoechi formando
cosl una vena, che si estende pure fino all’infinito.

Si suppone che il moto del fluido sia ovunque stazionario, e che non
agiscano forze di massa; cirea la natura del fluido non facciamo aleuna ipo-
tesi, come pure non escludiamo che al finito possano esistere dei vortici; si
sottintende perd che il fluido sia perfetto (non viscoso) e a temperatura co-
stante.

Chiamiamo £, la sezione normale asintotica (cioé a distanza infinita)
della corrente a monte del moto, ed 2, quella asintotica della vena a valle,
e supponiamo inoltre che la velocitd asintotica a monte V, sia costante e
normale alla sezione £,. ¢ cosi pure che la velocita asintotica a valle v,
sia costante e pure normale alla sezione Q,,

Indichiamo con 4 le superficie libere, pure di forma tubolare, che limi-
tano la regione occupata dal fluido, sia a monte che a valle del tubo o.

Lo spazio S occupato dalla massa fluida & cosi limitato dal contorno
0+ 24+ 2, 4 9,. Nella regione indefinita S, esterna ad S, regna la quiete,
percid in essa si avrd una pressione costante, che chiameremo e

Indichiamo ora con R il vettore che rappresenta la risultante della
azione dinamica esercitata dal fluido in moto sulla parete o del tubo; esso
e la differenza fra la risultante delle forze effettivamente esercitate sul tubo,
e quella che si avrebbe coeteris paribus nel caso statico.

Si ha pereio :

R = —‘f;(p —po) N do.

Poiché le superficie 4 sono libers, su esse P =Ppo, onde si pud scrivere:

R—= = K-H—{—JZ.—{—S!,,(I) 20) Ndo —}-‘fﬂl(p 2)NdQ, —{—‘ |53g(/) 20) N dQ,.

Trasformiamo il primo integrale col teorema del gradiente ('), ed osserviamo
che siccome a distanza infinita il moto ¢ uniforme, la pressione (come pure
la densitd) vi deve essere costante, e avremo cosi:

Vv Vo
(5) R=\£gradpds+(pl—po)!2|‘7'1—(}):—,1)0)92‘,;.

ove p, @ p, sono le pressioni asintotiche rispettivamente a monte o a valle,
e V,, V., sono le grandezze delle velocitd v, . v,.

(") Cfr. i gid citati Zléments de calcul vectoriel, pag. 105.

Renprconti. 1911, Vol. XX, 1° Sem. 84
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Poiché non abbiamo fatto alcuna ipotesi civea la forma del tubo o al
finito, 1a (8) vale naturalmente anche se il tubo presenta dei rigonfiamenti,
i quali diano origine alla formazione di regioni ove il fluido & in riposo
(regioni stagnanti).

Se il tubo o si estende indefinitamente a monte e a valle, allora £,
£, denotano le sezioni asintotiche del tubo.

3. Cast particolari. — Se il tubo ¢ non si estende indefinitamente,
la (8) si riduce, in forza delle (6), ad
(8" R=Q(vi —wv,),

e poi dalla (7) si conclude che le aree delle sezioni 2,92, devono essere
eguali.

La (8) equivale alle formule stabilite, pel caso dei liquidi, dal Masoni
(loc. cit., pag. 168) e dallo Zeuner (loc. cit., pag. 85) per i tubi ad asse
piano; perd le lettere hanno un significato un po’ diverso, perche mentre
nella nostra (8) v, v, sono le velocitd asintotiche, nelle formule del Ma-
soni e dello Zeuner indicano invece le velocitd del fluido all'ingresso e alla
uscita dal tubo, velocitd che occorre supporre costanti, mentre, in generale,
la velocita all'ovifizio di uscita, varia da punto a punto.

L'orifizio di uscita del fluido pud essere praticato sulla superficie late-
rale del tubo (invece che sul fondo), in guisa che la direzione di V. risulti
perpendicolare a quella di v,; allora la (8') porge per la componente R,
di R secondo la direzione di v, (reazione dinamica orizzontale):

) Re=—QV,=—0,9,V:.

Anche il Masoni (loc. cit., pag. 168) ottiene questa formula come caso
particolare della (8'); perd conviene avvertive che le ipotesi sotto le quali

egli ottiene la (8') — fra le altre quella che il moto abbia luogo per se-
zioni piane — non sono affatto ammissibili per il caso particolare ora con-
siderato.

La (9) ¢ stata stabilita nell’ipotesi che non agiscano forze di massa;
perd, come ha gid suggerito il prof. Levi-Civita nella sua Nota citata, essa
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3 . P o 3 3 - s tl‘l'\'(‘ll—
S ) applicare a pmhl( mi ove 1n
si pud, con sufficiente appros simazione, Aapr

\ ) »s. per un liquido pesante, sosti-
sono forze conservative, come accade ad es. per | I

071 ' o ¢ )
zione as w 0. della vena. la sezione conftratta $2°)
tuendo perd alla sezlone asintotica 2, de

alla velocitd V. il valore ‘)urlf\ ove h o il carico sull'orifizio da cui
e allé eloC1ld 9 { & " i e . »
sgorga la vena, e g ¢ I'accelerazione della gravitd. Si ha cosi dalla (9):

=15

R, = — 20: 9R'h.

.y

sta dallo Zeuner (loco citato,
Questa formula & in accordo con quella proposta dallo Z ( ;

pag. 97). : L
La (8') sussiste pure se il fluido scorre In un canale, a pelo libero,
cioeé se il tulm [ present;i una spaccatura longitudinale (di larghezza arbi
traria). che vada da un'estremitd all'altra di esso; il tubo poi pud anche
g 1
estendersi indefinitamente tanto a monte che a valle (}). .
Esaminiamo ora il caso in cui il tubo o si estende indefinitamente a
monte; allora nella (8) sparisce soltanto 1'ultimo termine; se poi si tratta
f ) " Q .
di un liguido omogeneo di densitd o (costante), dalle (3'), (6") risulta:

), — Do
Vi—Vi=—2 L 5 =,
perecio :
vi—Wi v,
R:Q\‘v—"’i+—.‘ Q-le_-
= 1

la quale, ricordando le (7), pud ancora scriversi:
1 . Q2 2,\ v,
(10' Rzig!J:\;f(Qg_é) 7—:](

percid la reazione dinamica della vena liquida non dipende dalla forma del
vaso nelle vicinanze dell'orifizio; cid che si accorda con un'opinione corren-
temente accettata nella pratica

Nel caso, particolarmente interessante, in cui 1'orifizio & praticato sul
fondo del vaso, in guisa che la direzione della vena sia la stessa di quella

(') In questo easo particolar nell'ipotesi di moti in due dimensioni, la (8) &

pure stata stabilita recentemente dall'ing. nnetti nella Memoria: Sul moto di un

quido in un canale, corso di stampa nei Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo.

') Nel caso particolare di moti in due dimensionj, la (10) & stata ottenuta dal

prof. Cisotti nella Nota r centissima Sur la réaction /r/n«/mv'r/u,' d'un jet Liquide

(Comptes Rendus de I’Académie des Scienee de Paris, 23 janvier 1911). Il procedimento

del Cisotti (come pure quello adoperato dal Colonnetti nella Memoria sopra citata), ana-

logo a quello esposto dal prof. Levi-Civita per il problema dei moti con scia, ¢ fondato

ulla teoria delle funzioni di v ariabile complessa, e

ul teorema di Cauchy sui residui
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dell’asse del vaso, si ha Vi:Vi=v,:V,, percido dalla (10) si trae:

1 e e v
R =1t g vl @ait ] vi
=5 eV 2, 9, zjvl’

vale a dire la reazione della vena liquida & interamente sopportata dal fondo
del vaso. Se invece il vaso non si estendesse indefinitamente a monte, la
(8") porgerebbe, nelle stesse ipotesi, R = 0, il quale risultato & evidente-
mente paradossale.

Se poi L'orifizio & scolpito (fig. 2) su parete verticale, 1'espressione che
la (10) porge per la reazione dinamica orizzontale R,, coincide colla (9).

Anche la (10) si pud, come si & fatto per la (9), estendere al caso di
liquidi pesanti.

Matematica. — Sopra un nuovo operatore differenziale per
le omografie vettoriali. Nota di C. BuraL-ForTi, presentata dal
Socio T. LevI-CiviTa.

Se « ¢ omografia vettoriale ed w & vettore funzione del punto P varia-
bile in un campo a tre dimensioni, & noto (0. v. (%), pag. 47, [7]) che

d(cur) du
B

essendo 4 l'omografia tale che, per x vettore arbitrario,

de
lx:(ﬁx)u.

Per la rotazione del vettore au si ha dunque

rot () == ZV(a ZJP‘—) 4 2v4,

ma la rot(eu) non pud esser calcolata direttamente mediante « ed u, sino
a che non si sappia esprimere, pure mediante « ed wu, il vettore di 4.
Scopo di questa Nota & di dimostrare che il VA si ottiene applicando
ad u una omografia, funzione di «, della quale & possibile, e facile, il cal-
colo effettivo comunque sia data @ (formule del n. 2). Tale omografia gode di

(*) C. Burali-Forti e R. Marcolongo, Omografie vettoriali . ... Torino, 1909, G. B.

Petrini.




