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dell’asse del vaso, si ha Vi:Vi=v,:V,, percido dalla (10) si trae:

1 e e v
R =1t g vl @ait ] vi
=5 eV 2, 9, zjvl’

vale a dire la reazione della vena liquida & interamente sopportata dal fondo
del vaso. Se invece il vaso non si estendesse indefinitamente a monte, la
(8") porgerebbe, nelle stesse ipotesi, R = 0, il quale risultato & evidente-
mente paradossale.

Se poi L'orifizio & scolpito (fig. 2) su parete verticale, 1'espressione che
la (10) porge per la reazione dinamica orizzontale R,, coincide colla (9).

Anche la (10) si pud, come si & fatto per la (9), estendere al caso di
liquidi pesanti.

Matematica. — Sopra un nuovo operatore differenziale per
le omografie vettoriali. Nota di C. BuraL-ForTi, presentata dal
Socio T. LevI-CiviTa.

Se « ¢ omografia vettoriale ed w & vettore funzione del punto P varia-
bile in un campo a tre dimensioni, & noto (0. v. (%), pag. 47, [7]) che

d(cur) du
B

essendo 4 l'omografia tale che, per x vettore arbitrario,

de
lx:(ﬁx)u.

Per la rotazione del vettore au si ha dunque

rot () == ZV(a ZJP‘—) 4 2v4,

ma la rot(eu) non pud esser calcolata direttamente mediante « ed u, sino
a che non si sappia esprimere, pure mediante « ed wu, il vettore di 4.
Scopo di questa Nota & di dimostrare che il VA si ottiene applicando
ad u una omografia, funzione di «, della quale & possibile, e facile, il cal-
colo effettivo comunque sia data @ (formule del n. 2). Tale omografia gode di

(*) C. Burali-Forti e R. Marcolongo, Omografie vettoriali . ... Torino, 1909, G. B.

Petrini.
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molte e notevoli proprietd che applichiamo alla visoluzione di aleune equa-
zioni le quali, avidentemente, hanno notevole importanza in questioni di
Fisica e di Meccanica. Le dimostrazioni sono semplicissime; ci risparmiamo,
in cenerale, di citare nelle 0. ». le vegole note di caleolo omograftico che
3p};iichi:m)0: perd sviluppiamo completamente i calcoli necessarl per tali
dimostrazioni.

1. Tn tutto cid che segue: m, v sono vettori funzioni del punto P che
varia in un campo a tre dimensioni: a @ vettore costante, arbitravio; i, J, k
@ terna unitariu-ortogonnle-dcstroginh'ost:n]te di vettori; «, 8 sono omografie
fanzioni del punto P; m & numero pure funzione di P.

Con la notazione Rot« indichiamo lomografia, funzione di «, tale

che comunque si fissi il vettore w si ha sempre

= i

Occorre dimosirare che Rot a, cosi definita dalla (1), é realmente
una omografia vettoriale.

Risulta subito dalla (1) che
(a) (Rot @) (m 4+ v) = (Rot &) u 4 (Rot &) ¥

(3) (Rot «) (mu) = m rot (eu) + grad m /\ eu —
__ov ), du = e W o dui\Y)
2V jme s + «H(grad m ,a) ( =m 'mt(am— 2V (a(l—P \-{-

—+ grad m /\ en — 2VH (grad 7 , eu) = m (rot @) u ,

e le (a), (&) provano appunto che Rot « & omografia.
E poi evidente che: Rot & operatore che applicato ad una omografia
produce una omografia. e quindi, Rot ammette qualsiasi potenza positiva.
In particolare, ponendo mnella (1), in luogo di u, il vettore costante,
arbitrario, a si ha
(2) (Rot @) a = rot («a)

il che giustifica la notazione Rot e scelta per indicare 1'omografia, funzione
di e, definita dalla (1) (). '
Per le potenze di Rot si ha, per induzione,

(2" (Rot” @) a = rot” («a) .

N .. = . -
Non giustificherebbe perd la notazione rot @, finche rot rimane, nel significato

nsuale 3 iTe i vell j i §
ale, operatore per i wvetlori, menire il nuove simbolo dere essere operatore per le

omaografie,
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Introducendo la terna i, j,k

SN R ) o de
(8) Rota=1/\ﬁ51+.j/\dl)_|+k/\dl)k,

perche, per proprietd ben note,

ll(azl) 137
b L AP

d(ea) . A de .
( ”l—i—“':jl/\ﬁl-f—m;a.

(Rot &) & == rot (ea) =2V

L'operatore Rot & distributivo rispetto alla somma,
(4) Rot (@ ++ B) = Rot « 4 Rot £

come risulta subito dalla (1) o dalla (2). Non & perd commutativo col pro-

dotto per un numero, e si ha

(5) Rot (ma) = m Rot « - grad m N e (),
perché
} Rot (me){ & = rot (maa) == m rot («a) - grad m /\ et =
= (m Rot &« + grad m \ @) a .

2. Per il calcolo effettivo dell’omografia Rot @ valgono le formule fon-
damentali seguenti:

(6) Rot m = grad m A\ (*)
du : du .
(7) Rot u z—P—dlvu=—Cd—P—()

(*) Se nella nota formula
rot (mu) = m rot u 4 grad m /\ u

si cambia rot ed w in Rot ed «, si ottiene la (5).
Se nella formula, pure nota,

CemAV)=u/\ Ke v+ (Keu) AV

si cambia v in una omografia g, si ottiene una formula vera.

Da questi ed altri esempi non ¢ lecito dedurre, imitando i moderni quaternianisti,
che omografia e vettore sono una stessa cosa, e nemmeno, imitando quanto ha fatto il
Gibbs per il ¥, dedurne che le omografie sono veltori simbolici.

(*) Dalle due #ormule
gradm X = p = , gradm )\ = Rotm

dm : A . e
T il nuovo operatore Rotm, danno tutti gli operatori semplici

che dipendono da gradm.

risulta che l'operatore

da . o more B
Per 1'operatore ap ® 27 dimensioni, si hanno attualmente le due funzioni grad
Rot che dipendono da aa
div(ea) = grad Ke X & , rot(ea) = (Rota)a,

ma & certo che ne devono esistere altre e praticamente importanti.

(*) Rotu /\ significa Rot(u /\) e non (Rotw)/\ che & privo di significato (cid non ¥
avverrebbe se si fosse seritto, illogicamente, rotea in Inogo di Rot«).
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du
(8) Rot H(u , v) = H(u, rot v) — VAK - P
= de o (/u)
9) Rot (u/\e) = H(grad Ke , u) — aP W— (L ap )
dua d(rvot m)
(10) Rot P — P
14

(11) 1mt1{1‘:w,

Anche le dimostrazioni sono interessanti per la loro semplicita.
Dim. (6). (Rotm)a=rot(ma)= grad m \a = (grad m /\) &
: du A
Dim. (7). (Rotu\)a=rot(ura)=|-5 — divu)a
al )
Dim. (8). JRotH(u,v){a=rot(uXa.v)=
=uXxa.rot v grad(uxXa)Av

du 2
dP \

=H(u‘rotv)n—}-(hﬁa) V= H(u,lotv)—\ W ==

Dim. (9). }Rot(u\e){a=rot(u/\ca)=

. d ) dll)
\ oo P
='d1\‘(aa) P ,ll (C ad

l
=grad1{axa.u—(g—Pu)a (Cﬂ)aa=

\H(vrad Ka,u) — '1“ —u— (C d—“) asa

Dim. (10). (Rot%) rot(gp ): tlflo;ﬂ a

1 d
Dim. (11). (Rut K ﬁ)a= rot (h au a): x'ot::[—g a—rotuA ﬂ:

__drotu S drotu\) -
= a—}—(tllvmtu— P a=20.

Si ha dalla (7) (Cfr. 0. v., pag. 58, [11])
rot(m/\v)=(Rotu/\)v — (Rot v/ )u

e quindi Rot & I'operatore differenziale che da a rot(n/\v) la stessa forma di

du/\v)=(duA)v—dv/)u.
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3. Per i prodotti degli operatori Rot , V, I, , K, grad, A, si hanno le
formule notevoli :
d grad Kee

(12) Rot?e = K T — A«
(18) 2V Rot @ = grad Ce«
(14) I, Rot « = — 2 div Ve
(15) K Rot @ = Rot @ — (grad Ce) A
(16) Rot Ko — Rot o - 20 ‘gj"
(17) grad K Rot &« = 0
(18) grad Rot & = rot grad «
(19) Rot Ae = A Rot « = — Rot’a
(20) V Rot K Rot &« = — grad div Ve
(21) Rot K Rot(Ve A\)=(V RotK Rota) A , Rot K Rot D — D Rot K Rot ec.
Dim. (12). (Rot*a)a = rot*(«a) = grad div ca — A'(aa)
= grad (grad Ke X a) — (Aa)a = gK dg?% — Aaiu ;

Dim. (13). Dalla (3) e mediante altre formule note (0. ». , pag. 19, [117;
pag. 52 (') [10]; pag. 50, [2] si ha

de

ol (ks Lol _ e ). .
2VR0ta_§I‘<dPl) ZP gl—l— 1><oradla lPl 1= ecc. (?).

de
(') Per I'omografia ap U si ha

de Bl _ ,(4/(1 \ ﬂ((
I,((“,ll)—ll)(,mdl,a e (“)1) p U

la prima ¢ nofa; la seconda ¢ evidente pexchd d e V sono commutabili. Volendo dimo-
strarla con la terna i,j,k si presenta I'omografia

d(ai) d(nJ

d(ak) Ve
p=iA =5 +iA o

RELA e

come si vede subito calcolando wdP. Cid prova che w, sebbene simile a Rot e, ne dif-
ferisce profondamente.

(*) Oppure:
2VRote X a /Ab=Db X rot(«a)- a X rot(ab)=
=div(a A\ «b —bA ea) = div {KCe(a A\ b)}| = grad Ca X a A\ b.

REnprcontr. 1911, Vol. XX, 1° Sem.

"/.‘J

b}
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Dim. (14). I, Rote=— 2i X\ K“, 1\ — s =
— — 21 — = —2al
Dim. U(“. Rot Ke Rot (& 2Vea \) = ecc. (per la \T ))
Dim. (17). (grad K Rot &) X a = div ot (e) =10
Dim. (18). Dalla (15) e (17) si ha

. S e
orad Rot @ = grad (grad Ce) A} = — rot grad Ca = rot orad e

Dim. (19). Dalla (12) e (11) < Dha subito la prima delle (19). Per la
seconda:

(ARot @) a = A’ | rot(ad) _ orad div rot (ea) — ret’(ad) = — (Rot'e) a.

Dim. (20). 2V Rot K Rot &= orad C K Rot @

— orad I, Rot @ = — 2 orad div Ve
. _dVa
Dim. (21). RotK Rot(Va \) = — Rot KC T
— Rotdiv Va=— (grad div V) A.

4 Si ha il corrispondente di un noto e fecondo teorema di Clebsch.

sniti mode, determinare U omo-

SL ¢ ) uns (1 l P. v‘.‘

yrafia 3 pettore W, funs di P, in guisa che
- _du

(a) e=Rot3+ K -

dP
Se a & vettore costante si ha (teorema di (Clebsch)
«a = rot v -} grad m

con v vettore ed m numero funzioni di P e di a; ma tali funzioni sono
lineari rispetto ai vettorl costanti & € quindi esiste I'omografia g e il vet-

tore w. funzioni di P soltanto, tali che per a vettore costante, arbitrario
v=pfa , M= uaAa.
La formula precedente diviene

S du’
«a =rot(fa) -+ ¢ orad (u /;l.:(li..t g _|_ K 7;‘)>q

3 ( » che , R " ~ ~42 3 . .
Segue che: Ogni Rot ¢ pure una Rot*. Ciod, in particolare: L'equa-

27 N7 0t2 £ — i A7 .

sione Rot?s = Rota ammetle come solusioni le omografie f che soddisfano
. ¢ B che sod ]

alla (a).
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Operando con Rot nei due membri della (z) si ha Rot « = Rot*g. Vi-
ceversa sia Rot (Rot § — &) = Rot 1y = 0; dalle condizioni equivalenti

Rot =0, rot(na) =0, na= —gradm = — grad (u X a) = — K % a
: du
risulta Rot & =a — K IP

5. L'equazione grad & = 0 ha come soluzione generale

che & la (a) per p=¢&.

¢ =K Rot «

con « 0mog. ARBITRARIA,
In virtu della (17), K Rot @ & soluzione della equazione. Viceversa:
da grad £ =0 e per a vettore costante si ha

aXgrad§ =0, div(Kéa) =0 , K&a=rot v=rot(«a) = (Rota)a

che da, appunto, K& = Rot @, cioe &= K Rot a (*).

Il teorema seguente risolve in modo semplicissimo una questione gia
risolta da Maxwel, Morera, Beltrami, e prova immediatameute che le due
soluzioni, di forma diversa, date da Morera e Beltrami, poi dal Morera di-
mostrate equivalenti, corrispondono al riferire De alle sue direzioni prineci-
pali o a tre direzioni auto-polari (*).

L' equazione grad D§ =0 ha come soluzione gemerale

D& = Rot K Rot De

essendo De dilatazione ARBITRARIA.

Per ia (20), Rot K Rot Dee & dilatazione; e poiche essa coincide con la
sua coniugata, per la (17) & soluzione. Che & soluzione generale pud anche
vedersi osservando che essa ha se/ dimensioni come De; oppure cosi. Da
grad DE§ =10 segue D& = K Rotg con V Rot#= 0, cioé grad C8=0, o
ancora, Cf = — K Rot «; osservando che I,C8 =21,8=2div Ve, si ha

D& = K Rot (KX Rot @ - I, 8) = K Rot K Rot « -+ K Rot div Ve
= K Rot K Rot @« — (grad div Va) A ,

che per le (20), (21) dd a D& la forma indicata.

(*) Dalla mia Nuta: Sull'operatore di Laplace per le omografie vettoriali (Questi
Rendic, v. XX, s. 5% 1911, pp. 10-16) e dalla (12) risulta subito (basta porre ¢ =— Kg),
z = K Rot?8; ma tale risultato concorda con quello ora trovato a causa dell'ultimo teo-
rema del n. 4. Per I'equazione grad § ={ cfr. la Nota ora citata.

(*) Maxwell, Scientific Papers, vol. II, pag. 102; Morera, Soluzione generale delle
equazioni indefinite dell’equilibrio di un capo continuo, Rend. Ace. Lincei. vol. I, ser. 5°
1892, pag. 137; Beltrami, Osservazioni sulla Nota precedente, pag. 141; Morera, Appen-
dice alla Nota: Soluzione ecc., pag. 233.

e
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6. L'omografia @ ¢ una Rot solamente quando

grad Ka = 0.

Invero per a vettore costante arbitrario le condizioni

grad Ke =0 , a X grad Ke =0 , div(ea) =0,

a@ = rot u = rot (8a) = (Rot 3) &

sono equivalenti.

L'equasione Rot§=e ammelte s ylusioni solamente quando grad Ke = 0;
questa condizione essendo o idisfatta e posto (teorema prece lente) e« = Rot g,
a solusione generale
dP

t=g1+K

con W veltore ARBITRARIO.

Risulta subito dal teorema precedente e dalla dimostrazione dell'ultimo
teorema del n. 4.

7. L'omografia e individua wuna DEFORMAZIONE DI CORPO CONTINUO

(cioé adP e un diff iale esatto) solamente quando Rot Ka=0.
Dal n. 6 risulta che Rot Ke =0 da r:=(—[£; viceversa « =— du da
i dP AP
/ per la (11), Rot Ka=0.
Le se; relazioni di Saint-Venant per le componenti di una deforma- J
9 sione pura sono, dal teorema seguente, ridotte ad ura sola.
Afinché De individui una DEFORMAZIONE PURA DI CORPO CONTINUO

essario e sufficiente che
(@) Rot K Rot De=0.

Se adP =du, allora Rot Ke=0 e poiché 2K« = 2D« — (rot u) A
si ha facilmente
E 1 4 rot
() Rot Do ==

2 7 I)

che per la (11) dimostra essere (2) condizione necessaria. Se la (a) & vera
&y

- - [v
allora (n. 6) Ro LA sty 5 : . !
0 n. 6) Rot De P che per la (4) determina rotu in modo che

Rot Ka = 0, cioé la condizione & sufficiente.




