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verna, e propriamente nel vallone Vurieddu, a circa due chilometri di di-
stanza da Lagonegro, venti anni fa fu scoperta e distrutta con le mine, pei
layori ferroviarii, un'altra assai piu interessante caverna, in cui si rinvennero
vasi, oggetti di osso e bellissime, stupende armi di pietre verdi, di cui mi
6 occorso vedere alcune, ancora conservate per ignara curiositd in qualche
casa di Lagonegro.

Anche dunque questa caverna del Gauro, come tante altre d'Italia, pre-
senta lati oscuri, degni di essere rischiarati dai competenti in materia. Ed
io ho scritto questa Nota, appunto per incitare i paletnologi ed archeologi
a venire ad esplorare questa ed altre ancora ignote sedi preistoriche delle
estreme, pin alte ed inesplorate montagne lucane.

Matematica. — Sul calcolo del nucleo dell’equazione risol- ‘
vente per una dato equazione inteqrale. Nota del dott. Evans,
presentata dal Socio V. VOLTERRA.

Considereremo, in questa Nota, 1'equazione integrale
% P
) u(e)=9(o) + [ Ko, 5 u) de,

e supporremo che la funzione conosciuta, ¢(x), sia continua in un certo

intervallo ¢ =« =4, e il nucleo, K(2 , ), sia continuo nel triangolo cor-

rispondente @ = 2 =y = /. Inoltre supporremo che anche le derivate, di |

queste funzioni, quando compariranno, sieno continue nei rispettivi campi. {
Noi chiameremo il nucleo dell'aguazione risolvente dell'equazione (A),

come si fa qualche volta per brevita, la « funzione associata » al dato nucleo. |

§ 1. — UN TEOREMA SULLA COMBINAZIONE DI NUCLEIL

1. Consideriamo 1'espressione

Sry

(1) HE Ko, 8) 1(858) o) (| "Buls,¥) ey de') e
Jy \~ 1
dove le quattro funzioni Ki(z,y), K@ ,¥y), &z ,y), ks(z,y) sieno per- |

mutabili (*) fra loro. Facendo uso della notazione del prof. Volterra possiamo
seriverla come il prodotto simbolico delle quattro funzioni:

(Ka(z y) Koz, y)) (/cl(:c L) a2 4 9)) . |

(1) V. Volterra, R. Accademia dei Lincei, Vol. XIX| fasc. 4°, 1° semestre, febbraio 1910. !
Renproontr. 1909, Vol. XVIII, 2° Sem. 61
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il quale godrd della proprieta associativa, e in causa della supposta permu-
tabilitd delle quattro funzioni fra loro, anche della proprietd commutativa.
Quindi possiamo scriverlo mediante il prodotto:

Ki(@,9) | i@ y) (Kele 1 9) ka2 9) ) |

ossia mediante 1'espressione
@ ‘ § ’ i r 7 n "
@ [(#Ke.n [, E) [ EE ) Ry
LAY, Y A

la quale & dunque eguale all'espressione (1), e ottenuta da essa mediante
un cambiamento nell’ordine di integrazione.

2. Supponiamo che le funzioni %, (z ,y), &« , y) sieno rispettivamente
le funzioni associate alle funzioni K,(z,y) Ke(z ,y), cioé che si abbiano
le equazioni:

®) Ki(o,y9)+kiz,9)=| Kz Hh(E.y)dsi=
— | Az E(E,y)dE, i=1,2
Jy
Allora se le due funzioni K,(z,y), Ki(x,y) sono permutabili, saranno
tutte e quattro le funzioni, K,(z,y),Ks(z,¥), k(2 ,y), k(z ,y) permu-
tabili fra loro, come si vede facilmente.

Per mezzo dell’equazioni (B) possiamo scrivere 1'espressione (2) nella
forma:

3) fjdg Ky(z ) C%(f V)V Ko(E , ) dE +

+f EKi(,y) [ TalE, &) ma(Ey) aF

la quale, in causa della proprietd della permutabilita, é identica alla se-
guente :

(4) fy dEKz(w,é’)ftKl(f‘?)r‘h(';"y)df'—}-
v

o+ [Catrn,6) [ Kie, E) dnlEy) dE
L)

Jy

3. Supponendo che si abbia

Ki(z,y) =—Ks(z,y) =K(z,y),
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la condizione della permutabilita sard soddisfatta, il secondo integrale della
(4) diverra

© 3
— [T (. 5) [ Kl 8) by
Jy Jy

e quindi, facendo uso dell'equazioni (B) e semplificando, potremo scrivere
la (4) nella forma

(5) — ("R, By KE ) s — [ (a8 be, ) 8
Jy y

o ritornando all’espressione (1), si avrd l'equazione
©) [ K@ HEE, 9+ [ o, ke g)ds—
y Jy

— ([ me. ke o) ( [TnE 6 men &) dz,

la quale non é altro che un’equazione del tipo (B).
Quindi si ha il teorema:

TrorEMA : Se k\(2,y) ¢ la funzione associata alle funzione K(x,y),
e ky(x,y) quella associata alla funzione — K(z,y), ne seque che

[Tk &) (&, g) e
Yy
¢ la funzione associata «
[ 5 KE, ) iz
<y

Nella stessa maniera si avra il teorema:
TeoREMA : Se ki(x,y) ¢ la funzione associata alla funzione o*K(x ,y)
per i=1,2,..,n, quando @ =71, ne seque che

IR G

:(n—s)

f» Fopn (E=D) | EP-D))  (E=—D) y) dE™=®
v
¢ la funzione associala a

‘ j;md;: K(z, &) f 4 K(E, ¥ )fj’d&”

»(n—=3)

] rs K(§m-9) | En=2) K(50=2) ) gE®=-2)

Sy

e o R T S pEES - T —

e T TN —




— 456 —
Il primo di questi integrali pud esprimersi mediante il prodotto sim-
bolico ﬁk,-(x,g/) o il secondo mediante la potenza simbolica (K(z , y)n.
=1

SR2 IL NUCLEO E SOLUZIONE DI UN EQUAZIONE DIFFERENZIALE
LINEARE, OMOGENA, IN UNA SOLA VARIABILE.

4. Supponiamo che il nueleo K(x ,y) soddisfaccia ad un'equazione del

tipo
o del tipo ;

IL Dl

S gi(y) — K(z,y)=0.
(2) H</J(y) W (,y

1 due casi sono analoghi. Consideriamo dunque solamente il caso (1).
Dall’equazione (B) si ha I’equazione

6 = Ke, )+ e, ) =

—J. )Kx VK@, &) KE, J)dé—}-\_ - (Kimi—spo( , @) £ , y)),

l—l—<
dove 1'espressione Ki—i—s,0( , x) s intende [D —— 7 y)] . Per con-

seguenza se faremo sui due membri dell’equazione (A) l'operazione

(4) Za fi(z) %x

troveremo che anche la /(z,y) soddisferd ad un'equazione dello stesso tipo (4).
I coefflcienti si calcoleranno per mezzo delle funzioni fi(«), alla funzione
K(x ,y), e alle sue derivate. E dall’equazioni (5) si calcoleranno i valori,
per y =, della #(z,y) e delle sue prime n— 1 derivate rispetto al
primo argomento.

§ 3. — IL cASO DEL CAPPIO CHIUSO.

5. Si ottiene una grande semplificazione nel caso del cappio chiuso,
ciod nel caso in cui il nucleo & funzione della sola differenza delle variabili.
In questo caso, anche il nucleo dell'equazione risolvente & funzione della
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sola differenza delle variabili. Infatti, partendo dalle formule:
— ka,y)=> Ko, y),
\K;(x,g/)———K(ac,y) per £=1,

) Ki(x 3 ?/) =\Eme—l(x ) §) K(E 9 y) d& ) per Z> Ly

si vede subito che in questo caso la funzione associata & invariante per una
trasformazione #'=ax + T , ' =y -+ T,7con T qualsiasi.

Per conseguenza, ponendo @ =0 per semplicitd, possiamo scrivere le
equazioni :

(1) ue) = 9lo) + | Ko — 5 ue) e

(@) Ko —g) + Mo—y) = | Ko — 5 e —y) ds
(3) ue) = 9lo) — [ “Ho— &) 9(e) de
Ponendo y = 0 nell’equazione (2) si ha

@) K(2) -+ h(@) = | K(a— &) k(s) dE

Quindi A(x) é una soluzione dell’equazione (1), la quale st ottiene met-
tendo ¢(x) = — K(2).

6. Supponiamo che il nucleo, considerato come funzione di una sola
variabile, sia soluzione di un’equazione differenziale, lineare, ordinaria, della
quale i coefficienti sono delle costanti qualsiasi. Cioé supponiamo che si abbia

I K@)
iz, o
(5) = dis 0

Per mezzo della differenziazione, 1'equazione |(4) ci dimostra che le
prime 7 derivate della %(x) esistono e che anche la /%(x) & soluzione di
un’equazione differenziale del tipo (5), perd con altri coefficienti. Abbiamo,
infatti, 1'equazione

(6) s d' k(z)

(@ 55.43) dat

/3

=0

I

dove le & si danno per mezzo delle formule:

n—1—i
S bi= Z Qi+1+h K(h)(o) ) Z=0, 1 q ...,7&—1,
(®) s

e ——

PP

i
1
‘.
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o le condizioni nel punto =0 si scrivono come segue:
( : =0 ; :
]t“’(O) e ol K(l)(O) + S K(h)(o) k(l—l—h)(o) : =1 - 9 Dot 1’

(6") i=
[ k0) =—K(0), i=0.

Qui con Ki(e) e £“(e) intendiamo ‘:_d—’ a):| l:—— k(z :| ri-

spettivamente. In virtd della (6) vediamo cost che la ricerca del nucleo
risolvente %(z) @ ricondotta alla risoluzione di un'equazione algebrica di

grado 7.
7. Come esempio prendiamo

(7) K(z)=Acosz | Bsenz.
L’equazione differenziale (5) diviene

& K( LX) | K@) =0

e per trovare la A(x) si ha l'equazione

d* k(z)
dx®

d;‘f;‘)Jru—B) k(z) =0

colle condizioni iniziali
k0) = — A
k£ (0)=—B — A~

Quindi

A2 + B A) e’iz(—u.m + ( A? (_JI_ B LS ﬁ) ;(_A-c)

® H)=(—"F -3 a

dove con C si denota il radicale J/A*—-4-4B—4 .

Se K(z) = — senw, abbiamo A=0,B=—1,C=27/24, e percid
12 e 12 v
A= 4 °
ossia
2
k(x)=-—-—senz.

Se K(z) =-}senz, abbiamo A=0,B=-1; e per conseguenza
a? k(x)
dz?

abbiamo 1'equazione differenziale =0, con le condizioni iniziali

£(0)=0, #(0) = 1. Quindi
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Se K(x — ) = ( sen (z — &) sen (§ — y) d&, ciod se Kz —y)=
Jy
=3 [sen (z —y) — (x —y) cos (x — y)], abbiamo (vedi § 1)

Mo —0) =12 [tz —y/az,
cioe
/c(x—y)=%<x—y—1/7zsen 21/§(ac—y)§>.

8. Come secondo esempio prendiamo

Kiz) =«
dove o« & costante. Si trova
ko(2) = — ™.
Quindi se

@ 3 Er E(n—3)
(9) K(x—y):f dEaf dE'a (g (’ a2 dEn—2
v v Yy Jy

az

S

si avra (vedi § 1)

n(n+1) @« i ’,; i'
/c(x o y> = (__ a)n o ° f dE pwa@=95 f dé"e“’”“(i-'i"f S
Y = Yy

Y

r(n—=3)
N1 (n—3) (n—3g)
; (s ¢© alt Lk n—s )ewna(g(n—l)

-Y) dEn—!.
uy 2
ossia
(10) &) =— a" f gEieat e [ g gura®=t f e
Jo o (]
. ‘“i(n—ﬂ) wn-—xa(z‘(n—a)_i(n_s)yemnai(n_a) d§("'”,
0
Per n =2 si ha
K@)= az—y)
/5(%') — ‘_z (eno: — e—ax)'
2
Per =3 si ha
(L‘S
R@#)= o (2—y)
—8 5 5 - —8x '3
k() =_§[e““’— @ cos%ax—i 3e ? sen 120 aw].
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Per » qualsiasi le quadrature della (10) si calcolano facilmente, e cosi

si ha:

(11) k(z) = — % (eaa: L (e | w?eote® - L =t ew"“ax) 1

o ottenere per mezzo del metodo del § 6. Siccome

Questo risultato si pu
K(«)/dz" =0, la (6) diviene

1'equazione (5) in questo caso e dnr

dY(w)/da" = K(z)

e le (6") divengono

kO0)=FK(0)=" "= E-(0) = 0, e k"=1(0) =—a".

Matematica. — Sulle funzioni permutabili di seconda specie.
Nota II di Lutcl SINIGALLIA, presentata dal Corrisp. G. LAURICELLA.

1. Tn una Nota precedente (*) ho mostrato come possono trovarsi tutte
one data, quando questa funzione & la

le funzioni permutabili con una funzi
di una funzione della sola z per

somma di un numero finito di prodotti
un'altra funzione della sola y, e quando & diverso da zero un certo deter-

minante. Mi propongo ora di far vedere come possa risolversi lo stesso pro-
blema nel caso in cui I'ultima delle dette condizioni non @ soddisfatta.

Sia dunque la funzione data F(z ,y) espressa mediante il corrispondente
sistema ortogonale completo () , W,(y); di guisa che

* g(a) Yuly)

7

M

(1) F(z,y) =

P

Poniamo

b
Aip= f @i (s) Wi(s) ds

e supponiamo che sia
All Qi Aln

Anl SIS RS A)m

() Sinigallia, Sulle funzioni permutabili di secondo spécie, Rendiconti dell’Acca-
demia dei Lincei, serie 52, vol. XX (1° sem., 1911).




