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Per » qualsiasi le quadrature della (10) si calcolano facilmente, e cosi

si ha:

(11) k(z) = — % (eaa: L (e | w?eote® - L =t ew"“ax) 1

o ottenere per mezzo del metodo del § 6. Siccome

Questo risultato si pu
K(«)/dz" =0, la (6) diviene

1'equazione (5) in questo caso e dnr

dY(w)/da" = K(z)

e le (6") divengono

kO0)=FK(0)=" "= E-(0) = 0, e k"=1(0) =—a".

Matematica. — Sulle funzioni permutabili di seconda specie.
Nota II di Lutcl SINIGALLIA, presentata dal Corrisp. G. LAURICELLA.

1. Tn una Nota precedente (*) ho mostrato come possono trovarsi tutte
one data, quando questa funzione & la

le funzioni permutabili con una funzi
di una funzione della sola z per

somma di un numero finito di prodotti
un'altra funzione della sola y, e quando & diverso da zero un certo deter-

minante. Mi propongo ora di far vedere come possa risolversi lo stesso pro-
blema nel caso in cui I'ultima delle dette condizioni non @ soddisfatta.

Sia dunque la funzione data F(z ,y) espressa mediante il corrispondente
sistema ortogonale completo () , W,(y); di guisa che

* g(a) Yuly)

7

M

(1) F(z,y) =

P

Poniamo

b
Aip= f @i (s) Wi(s) ds

e supponiamo che sia
All Qi Aln

Anl SIS RS A)m

() Sinigallia, Sulle funzioni permutabili di secondo spécie, Rendiconti dell’Acca-
demia dei Lincei, serie 52, vol. XX (1° sem., 1911).
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senza che siano contemporaneamente nulle tutte le A;n con Z==h. Tale
caso si presenta per esempio quando essendo 7 — 2.

fabQP?(S) ds ——-j;bqaé(s) ds =£b¢5(3) Do 1

b
/( @1($) @s(s) ds =0,
ed A} -} A3 essendo diverso da zero e da 1, si ha
1702(90) =y iAn @1(x) + A, ¢2(-Z‘) — (AL —I— Agl) "-/’1(90”

ove

1

E=( 1 A%) (1 — AL — A%):
perche allora

b b
[was=1 5 [ ‘9.6 pi)ds=0
A= w(l — Ah — A;l) ATTRRATE— "«L(l — A%, — A%l) A,
e quindi D = 0.
Ora se g(<7) & la caratteristica del determinante D, esistera in D

almeno un determinante di ordine ¢, e che potremo supporre contenuto nelle
prime ¢ colonne, il quale sard diverso da zero. Avremo ciod

B o d o ki |
D(,—=“- RO = ()
PAG L o A
e quindi
q
(2) A — z Wayr Ay ¢=1,..2; h=1,..n—q).
r=l1
Posto cid se
b b
(3) f F(z,s) K(s,y) ds = f K(z,s) F(s,y) ds =g(z , )

si avra ancora

9@, y) = D anei(2) Ya(y) .
i,hi=1
ove le @, sono costanti che devono soddisfare le »* relazioni

15 Ml = A e == 01 SR )
r=1

r=1

Renprcontr. 1911, Vol. XX, 2° Sem. 62
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Percid se poniamo

: A EA R
p ’ 7 e Z= h B Y —L— Arli Aplr‘ DR
p— A DGR s R M e [ gl
' O se Zr:*: h i ‘ i Arsi Ars/‘( Ol

- a /i
ove il sommatorio > va esteso 2 tutte le (
rFLh
classe s degli indici1,2,...5—1‘2—|—1,...71.—1,
avremo (%)

1

Bi,h,s Cs+1 (i, h=1,

i

(4) a,;—p,hco-l-l

essendo le ¢, ¢, ... ¢ delle costanti arbitrarie.

p— 2 : .
K combinazioni della

Notiamo subito che preso un sistema di valori delle @;» che soddi-
sfanno alle (4), se Ky(z,y) & una soluzione particolare della (3) e se

nie aa
0o, ) —alo. ) — 3 9ly) [ ole. 0 9(0) di—

a

n b
— o) [C9) als ) ds +

n b b
+ > 9i(y) wl.(af)fa Wn(s) ds fat,s,t) @i (t) dt

i,h=1 “a

ove la e(z,y) & una funzione arbitraria integrabile nel campo (a,0), la

soluzione generale della (3) sard Ko(z,7) 4+ @(x . 7).
Ancora se
M, y) = _Z i 9i(@) Yu(y)
1,h=1

ove

a

/ N =
(5) az‘,h: l ZBzhsc\+l )

e se H(z,y), G(z,y) sono rispettivamente due soluzioni particolari delle

equazioni

b b
(6) V[ F(CE,S) H(Ssy) Usi— f H("L‘,S’) F(? .y) s = }/(//'.1/)

b b
(7) E F(xz,s) G(s,y) ds=f G(z,s)H(s,y)ds =F(z , y)

(*) V. formola a pag. 568, loc. cit.
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per le formule precedenti ¢, G(z ,y) - H(x,y) sard una soluzione partico-
lave della (3) e quindi la soluzione generale della (3) stessa sard
K(z,y)=c¢ G(z,y) +H(z,y) + ®(z, 7).

Percio il nostro problema & cosi ridotto alla ricerca delle soluzioni parti-
colari H(z , ) , G(z , 9).

3. A tale scopo preso un sistema di valori @}, che soddisfanno alle (5)
cerchiamo di determinare le costanti #;; in modo che la funzione

H(z,y) = > bin9i(z) ¥u(y)

i,h=1

soddisfi all'equazione

b
‘I F(z,s)H(s, y) ds = h(z , y).

Percid dovra aversi

s

(8)

Ar.i br‘,h == l,‘ (LZJ‘ (// =l 5 oo /l) -
=

E facile convincersi della compatibilith delle equazioni (8): infatti dalle
(8) per le (2) si ha

[

Wi,r i As,r bs.h

1 S=1

r
lq-o—i Ag+ih =

1

ossia

q
(9) e Gl == N (T = =0 5 1=l 5 o )

r=l1
e poiche per le (2)

‘L
Bq+i,h,s = l Wiy Br,h,s

r=l1 f
le espressioni ﬁBM,S e quindi anche le a;, soddisfanno alle (9). Dalle f
i /'h

equazioni i

Ajon bing == 1 Aign bqu=1h Gix — > A by |

JEITT g ,

(=10 § =1 ;e @) i

e P;.p o il complemento algebrico di Ay.p nel determinante D,, deduciamo )

percid
(10) bi v = L5 Pi s (lsas,k D Ay bﬂt)
= Dot iy
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Questi valori delle bix(r=1,..¢ ; k=1, ..xn) soddisferanno alle (8)
qualunque sia il sistema di valori delle 0jx(j =21 .. % , k=1, ..n).
Tra tutti questi sistemi di valori delle &;, cerchiamo di determinare
quelli pei quali la H(z,y) & permutabile colla F(x,y): dovra allora aversi

b
f H(z,s) F(s,y) ds=h(z ,y)

e quindi

(11) i Ah,-; bi,? == /‘(}, U:,/z (L ) =1 9 ves /Z).

T=1

In modo analogo a quello precedentemente pud dimostrarsi la compatibilitd
delle equazioni (11). Percid affinche la nostra funzione H(x ,y) soddisf
alla (6) bisogna che le &% (j==¢1...4q ; k=1,...17) che figurano come
arbitrarie nelle (10) soddistino alle equazioni

n—gq

Airl bjl + + Airq qu = j'z'r a_"ir ! S Airq+7 bj,q«-r

=1
(p=1, ...q)
e quindi per le (2)
n—p

~ r
Pis;l /'fl a\fl‘s =2 Uz bi,q+1

T=1

it
(12) b=

== w0 & =1 ll))

M

Q
P
i

E facile ova verificare che prendendo ad arbitrio le Dnesa (B Do Do
t=1,..2—¢q) e calcolando le altre &;, colle (10), (12) tutte le (11)
saranno soddisfatte. Percio la funzione H(z ,y) soddisferd alla (16) quando
si prenda

M

r
Pib_ k liu %ji,

I W =g =
bipr =1 ZPz‘,s As sk — e > P;i s > Ay
q =1 q =1 J¥iri

9
I

q

(e —="102")

1
(18) ¢ bigm=g"

M

Pirs)'sa/;,q+h (7’ = g gy ==l y e B — /{)

q 1

@
Il

I , Al
=1 2 Bordyd | (fF iy oty 3 h=1...q)

q =1

bigen=0  (f=Fdi iy ; h=1,..0—q)




4. Passiamo ora a trovare una soluzione particolare della (7): soluzione
che non potrd, nel caso che consideriamo, avere la forma della H(z ,y) ora
determinata. Perd raggiungeremo facilmente il nostro scopo osservando che
la funzione piu generale che soddisfa all'equazione

chL 8) Gi(s,y) ds=F(z,y)
¢ data da

6(0,9) =3 Y@ pilp) F ol 9) — 3 i) [ w9 ols ) 85,

mentre la soluzione generale dell’equazione

beg(Jc ,8) F(s, y)ds =F(z, y)

e
n n b
G, 9) =3 9i@) 9il) + 0. 9) — 3 i) [ 8. D u0) a4
=1 = v
ove le @(xz,y) , 6(x,y) sono due funzioni arbitrarie integrabili nel campo
(@, 0).

Si vede subito che prendendo

n

o@.y) =2 ¢i@eily) ; 0@,9)= Vl,U(J«)l,U()

si ha Gy(z,y) = G:(z,y) e quindi

G(fol/)—‘\ iQ 7’/)9’:(1/)—*‘%( '#’(y)f—bi AthI’:(J) ltlh(y

& una soluzione della (7).

Determinate cosi le H(2,y) , G(z,y) il problema proposto rimane
completamente risoluto.

r
=geyya B aEMC=E SRR R s




