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Matematica. — Sul gruppo automorfo delle forme ternarie
quadratiche suscettibili di rappresentare lo zero. Nota del Socio
Lurer Brancar.

1. Si sa che il gruppo automorfo di una forma ternaria quadratica inde-
finita, suscettibile di rappresentare lo zero, tradotto in un gruppo Fuchsiano
col principio di Poincaré (*), dd luogo in ogni caso ad un gruppo commen-
surabile col gruppo modulare (*). Scopo principale delle osservazioni seguenti
& di far conoscere, nel caso di forme a determinante « dispari e privo di
fattori quadrati, una forma particolarmente semplice delle sostituzioni di
siffatto gruppo, ove i coefficienti sono resi tutti interi ed il modulo della
sostituzione percorre i varl divisori di 4, o questi divisori duplicati. La
commensurabilith col gruppo modulare risulta cosi d’'immediata evidenza, e
si pud inoltre calcolare subito 1'area 2 non-euclidea del poligono fondamen-
tale del gruppo. Questo mi porge 1l'occasione di addurre una formola piu
generale che, sempre nel caso di # dispari e privo di fattori quadrati, as-
segna l'area 2 del poligono fondamentale pel gruppo automorfo di una forma
qualunque (di qualunque genere).

(*) Les fonctions Fuchsiennes et I'Arithmétique, Journal de Mathématiques, ser. 4,
tom. III (1887).
(*) Vedi. Fricke-Klein, Automorphe Functionen, Bd. I, pp. 502 e seg.
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L'area 2 del poligono fondamentale sembra invero sostituire opportu-
namente, per forme indefinite, il concetto di densita dovuto ad Eisenstein

per una classe di forme definite.
Di siffatta estensione del concetto di densitd e delle formole relative
trovasi gid un accenno nei celebri lavori di Minkowski (*).
2. Indichiamo con
1358

fae = [(21, Tz . &s) = \_ @ik T T (aix = ax)
(R

una forma ternaria aritmetica (a coefficienti interi), che supponiamo indefi-
nita ed a determinante o positivo. Indichiamo ancora con

F(z, , xs, x3) = l Ak z; Tx

tk

Ja sua forma aggiunta, e facciamo inoltre uso delle notazioni

] 1/
,r.‘n‘=§—).l_i=_§—_aik1‘k
1 YF -
e P
in—_z _DJ,';‘_ — A:k Tx .

Per ottenere tutte le sostituzioni ternarie

Cu G2 Ci13
(1) €21 C32 Cs3

€31 C32 Css

del gruppo aritmetico automorfo della forma /., si deve procedere, come
e noto, nel modo seguente (*).
Prendansi tutte le quaderne

Ps91+92,9s
di numeri interi primi fra loro che soddisfano equazioni del tipo
(2) p*+ F(q:, g2, q5) =¢€P,

dove & pud essere 1'unitd positiva o negativa, e P percorre tutti i divisori

(*) Debbo queste informazioni alla gentilezza del prof. J. Sommer. Cfr. nelle opere
di Minkowski i due passi seguenti: Uzber positive quadratische Formen, Bd. I, pag. 153;
Discontinuititsbereich fir arithmetische Aequivalenz, Bd. II, pp. 54 seg.

(*) Vedi Bachmann, Die Arithmetik der quadratischen Formen, Ter Abschnitt,

4es Cap.
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di 44. T coefficienti ¢;; delle sostituzioni (1) del gruppo automorfo sono
allora dati dalle formole seguenti:

\ P.en=p"—F(q15¢2, ¢s) + 2p> 015 — 2pgs 0,2 4 29, F,,
(3) (P.cn= 2pqs @25 — 2pqs das + 2¢. Fy,
z Recioie— 2pgs ass — 2pgs az. - 295 Fy,
s P.cy == 2pqs o — 2pgy @y + 2¢, Ty,
(32) Py =p* —F(q1, 92, ¢3) + 2pgs a1 — 2pg, ass + 295 Ty,
' P.cy = 2pqs asy — 2pqy ass - 2¢; Fy,
\ Bl — 29, a2 — 2pgs an + 29, Fy,
(3s) ( P.egs= 2pq, @2 — 2pqs Az + 29, F,
( P.oss=p"—F(q1, 92, ¢s) + 2P0 a3 — 2pqs a1 + 295 Fy,..

I numeri p,q,,¢:,¢s sono poi da assoggettarsi, oltre che alla equa-
zione (2), alle condizioni (¢ongruenze mod P) le quali esprimono che i va-
lori dei coefficienti ¢;; dati da queste formole (3) riescono interi.

Fra le sostituzioni del gruppo automorfo sono da distinguersi quelle
con ¢ = -}-1, che diciamo di 7° specie, da quelle con e = —1 di 2% specie;
nelle formole (3) esse si distinguono per cid che le prime sono scritte con
determinante - 1, le seconde con determinante — 1. Geometricamente queste
sostituzioni danno collineazioni del piano che trasformano in sé medesima
la conica f,=0, e le due specie differiscono per cid che nella prima specie
la proiettivitd subordinata sulla conica & concorde, nella seconda discorde.

3. Suppongasi ora che il determinante dispari 4 sia prive di fattori
quadrati e inoltre per la forma [, sia rappresentabile lo zero. Le forme
di questo tipo costituiscono, come si sa, una sola classe e sono per cid tutte
equivalenti alla forma tipica

Qx, X3 — AxE.

Non sard fuor di luogo osservare che questo teorema, caso particolare
di risultati generali dovuti ad A. Meyer, si pud gia stabilire col primo pro-
cedimento di riduzione di cui si e servito Gauss nelle Disquisitiones Arit-
meticae (art. 272) per dimostrare che @ finito il numero delle forme di un
dato determinante. Poiché la forma [, rappresenta lo zero, possiamo sosti-
tuirla con una equivalente, in cui sia nullo il primo coefficiente

a||=0.
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Applicando a questa una sostituzione del tipo

1 o0 0O
el 2
0 y 9
con «,f8,y,0 interi e ad — gy =1, e prendendo e,y per modo che sia

@@+ apy =20,
risulterd nella trasformata /'
an =10 ', =0
Possiamo dunque gid supporre in f
a,=0 , a,=0,
onde avendosi
4= —as;.ajs ,
ed essendo per ipotesi o privo di fattori quadrati, sard
&=l ., Gun——14.
Senza alterare la generalitd, potremo supporre a,; = -1 (cangiando
nel caso contrario i segni di ,,;); cosl
T | A, P | Y T TR S
Dopo c¢id eseguiamo una sostituzione del tipo

| RN
O gy
RUR

con «, B,y interi arbitrarii; per la forma trasformata /' avremo

/ - : ;
=0 , a,=0 , ay=1 , ap=—4

Q;3=ﬂzz +“_4/)' y O3 = dzs — //71‘*“218 + 2as37.

Ora, se a,; & pari, pongasi

y=0, d=—ai ; = —

e quando a,; & invece dispari

r=1 , e=d4—a;; , f=—ay —==
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cosl in ogni caso avremo anche
0;3 =0 , aés =0
e la forma proposta sard trasformata nella equivalente

[=2x 2, — A2},
come si voleva.
4. T gruppi automorfi di forme equivalenti essendo simili, basterd ri-
cercare il gruppo della forma

2 Xy X3 — Jlg .
Applichiamo per ¢id le formole generali (3) del n. 2, osservando che qui

=24z, 23 — 3.
La (2) diventa
(4) PP+ 249, q4; — g3 = &P
e le (3) ci danno

Pen=(p+ ¢.)? » Pere=2445(p+¢:) , Peys = 24¢}
(5) { Peon=—201(p+¢s) , Peae=2(p* —¢}) — &P , Peos=2¢5(p—¢s)
} Peg, = 24¢} y Pego=—24¢,(p—qs) , Peas=(p — q.)* .

Il numero P, che in generale doveva percorrere i divisori di 44, qui
dovra limitarsi a percorrere i soli divisori di 24, poiché se P fosse divisi-
bile per 4 non potrebbero riuscire interi i coefficienti ¢;; con Pyq1,92, s
primi fra loro. E infatti se P ¢ divisibile per 4, i valori dati dalle (5) per
€11, C33, Ci3 , €3y Saranno interi solo quando siano pari

Pt+g » P—¢ o @1,gs-
D'altronde dalla (4), scritta sotto la forma

)

PEHg p—¢ o, 0 85 P
2 2 LELD 2 g

dacché % divisore di 4 & dispari, risulterebbero dispari

P+g. P—4q:
2

L] [5) ]

&

e per cid pari p,¢., che non sarebbero dunque primi con ¢,,¢s.
Dunque deve essere P un divisore di 24, e se indicheremo con

Af—"71S
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una qualunque decomposizione di 4 nel prodotto di o di due fattori, i va-
lori di P saranno della forma
P=2*.», con A=0, oppure 4=1.

Si osservi ora che dalle formole (5) per ¢,,, ¢ss risulta che p - ¢.,
»— ¢s debbono essere divisibili per », ed inoltre pari quando 4 =1; cosi
poniamo

ptg=re , p—g.=rd

con a«,d interi, che saranno inoltre ambedue pari quando 4==1. Se po-
niamo ancora per simmetria

Q=y , ¢=24§,

saranno «,fg,y,d quattro interi legati dall'unica relazione
(6) rad 4 2sfy =& . 2 (=0, 1)

e inoltre dalle congruenze
(6%) a=d=0 (mod 2) quando 4 =1.

Cosi effettivamente 1 nove coefficienti ¢ riescono tutti interi e presen-
tano lo schema seguente:

2

ra”

== Ql—xdap‘» , 21—1352

(7) — 01—‘Aa}, . 2"%Mrad —e |, 2")“55
N |7 ro*
2‘_"3)" oL = 21_)‘.107 ?

Si osservi ora che se 2 =10 risultano «,d per la (6) necessariamente
dispari e nello schema (7) i coefficienti della diagonale prineipale sono
dispari, gli altri tutti pari, sicché la sostituzione soddisfa alla congruenza
(mod 2)

‘e €12 Ci3 1 0 0
(a) €y €2 Co3a J=(0 1 O J (mod 2) (A=0).
C31 C32 Ca3 0 0 1

Quando invece A=1, allora «,d sono pari per la (6*), indi per la (6)
B .y dispari; i coefficienti della diagonale secondaria sono dispari, gli altri
tutti pari, cioé

Ciy Ciz Cy3 0 0 1
(a*) Ca C2 Co3 J=[0 1 O ) (mod 2).
C31 C3zs C33 g0 0
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Le sostituzioni del gruppo automorfo della forma 22, x3 — 2% soddi-
sfano dunque di necessitd o alla comgruenza (@) o alla (a*), come & facile
dimostrare anche con considerazione diretta. Manifestamente quelle del tipo
(@) formano un sottogruppo invariante d’indice 2.

5. Traduciamo ora il gruppo ternario (7) di collineazioni della conica
2x,23 —dz; =0 in s& in un gruppo Fuchsiano, secondo il principio di
Poincaré (metrica del Cayley).

Per questo riduciamo in primo luogo, colla sostituzione di variabili

22, =y, , xz1/2=y2 0 EHESR
la forma 2z, ;3 — 422 alla forma canonica
N Ys — y% .

Le sostituzioni del gruppo algebrico riproduttivo di questa forma sono
date da

y1=A%y, +2ABy, + By,
(8) y:=ACy, + (AD 4 BC) y, + BDy,
¥s=C*y 4 2CDy, + D2y, ,

dove A,B,C,D sono costanti reali, con determinante
AD —BC=-}1
per collineazioni di 1* specie, e
A e
per collineazioni di 22 specie.
Queste sostituzioni significano movimenti, 0 movimenti e simmetrie,

della metrica Cayleyana e tradotte in sostituzioni lineari sulla variabile com-
plessa z, o rispettivamente sulla coniugata z,, diventano

_ Az+B e o :
z_Cz—i—D . AD —BC =41 (1* specie)

,__ A%+ B :
== — —_— i = — le 0
3 s+ D’ AD — BC 1 (1° specie)

9

Se seriviamo la (8) nelle primitive variabili , abbiamo
e B?
g ${=A2x,+AB]/dx2+?x3

pebiing BD
( b= /7 ll+(AD+BC)qZ2+1/; Z3

w3 = 20%, -+ 2CD /4 z, + D2z, ,
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corrispondenti valori di

e, paragonando collo schema (7). ne deduciamo i
di segno, cio®

A.B.C.D, a meno di un cangiamento simultaneo

¥ ahiar
v L p-BE
' e L TP

]~_)‘h ]:_.

Sostituendo nelle formole (9), e cangiando le variabili s, 4" rispettiva-

mente in 514,514, otteniamo la seguente semplice forma delle sostitu-

zioni del nostro gruppo Fuchsiano

M :—%/_ii% . rad 4 258y = 2> i 01 1)

gt ')
(1%) .-'=—”2L+".—"3—J , rad 4 2sfy =2 (A=0,1)
— Ay3, + r

colla condizione
e=d=0 (mod 2) se A=1.

Qui ricordiamo che 7.s devomo percorrere tutte le coppie corrispon-

denti alle decomposizioni di 4
Vo — )
nel prodotto di due fattori.

Come si vede, le sostituzioni del gruppo hanmo- acquistato tutte coeffi-
cienti interi e determinante = =27 (').

Indichiamo con G il gruppo (Fuchsiano) di tutte le sostituzioni (V),
con I il sottogruppo, invariante d'indice 2, corrispondente a A =20, in fine
con H quell'ulteriore sottogruppo di I' che si ottiene prendendo le sole so-
stituzioni con »=1.

Le sostituzioni di H hanno la forma

az + 28

H) sz - ad—f—ZJﬂyzl,

(*) Che le sostituzioni della forma (1), (I*) formino gruppo si accerta con facilita
direttamente. Si osserva che, componendo due tali sostizioni corrispondenti alle decom-

posizioni
A=71y ; UU=1r%,

la composta ha ancora la forma (I) o (I*), e corrisponde alla decomposizione

4=7r"¢,

; rr . ' " P
dove ’r’=—;—, essendo o il massimo comune divisore di », 7’




ed H coincide manifestamente con quel sottogruppo congruenziale (aﬁ)
Bie
del gruppo modulare M, che ¢ definito da

b=0 (mod 2) ¢=0 (mod «).

E facile valutare 1'indice di H in I' ed in G: poiché se o & il pro-
dotto di » fattori primi diversi

4 =7p,p, ... Py

I'indice di H in I' & dato dal numero dei divisori di ed & quindi =2~
onde 1'indice di H in G & dato da 27+

Cosi pure si determina subito 1'indice di H nel gruppo modulare, che
e dato da

S(pv+ 1) (pe+ 1) ... (p+1).

Se indichiamo poi con G, H,, M, i rispettivi gruppi ampliati da G,
H, M mediante la riflessione ' = — ¢, (cioé col considerare insieme alle
(I) anche le (I*)), sard H, sottogruppo comune di Go, M, ed avra nel primo
'indice = 2"+! e nel secondo 1'indice dato da

(o4 1) (P4 1) - (pa 4 1).

Cosi & posta perfettamente in evidenza la commensurabilita del gruppo au-
tomorfo per le forme ternarie suscettibili di rappresentare lo zero col gruppo
modulare.

6. Una forma ternaria indefinita qualunque / ha un gruppo automorfo
infinito, al quale appartiene, nella metrica del Cayley, un determinato pols-
gono fondamentale. Se, per fissare le idee, prendiamo — — 1 la curvatura
della metrica iperbolica del Cayley, l'area 2 del poligono fondamentale @&
perfettamente determinata. Il valore di 2, che & un attributo comune a
tutte le forme della classe C di /, si assumerd come misura della densita
della classe. Questo si giustifica colle osservazioni seguenti.

Le forme della classe C si ottengono applicando ad / le infinite sosti-
tuzioni ternarie unimodulari, ma ciascuna forma si trova ripetuta un numero
infinito di volte, corrispondentemente alle infinite sostituzioni del gruppo
automorfo, ciod ai singoli poligoni equivalenti della rete in cui le sostitu-
zioni del gruppo dividono 1'interno della conica assoluto. La classe C é
dunque da riguardarsi tanto pid densa in forme quanto piu é ristretto il
gruppo, vale a dire quanto piu grande & I'area 2 del poligono fondamentale.

Renpreontr, 1912, Vol. XXI, 1° Sem. 41
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Sembra dunque naturale di assumere £ come misura della densitd della
classe.

Tornando ora alla forma annullantesi

2@, x5 — 23

¢ facile valutare qui £, o come seriveremo 2, per significare 1'area del
poligono fondamentale di G, ('). Poiché H, & sottogruppo d'indice 2"+! in

G,, sard
1

Ra, =

ed essendo d'altra parte H, sottogruppo d'indice 3(py 1) (p2+1) ... (p. 1)
nel gruppo modulare ampliato M,, sard

Qo =3p+1) (e 1) e P+ 1) . 2y, .

Ma il triangolo fondamentale di M, ha, come & ben noto, gli angoli 0,;,

w|

]

onde

DO -
!
Qo=
~—
l
3| Q

.QMD=7I(1—

e sostituendo abbiamo per la densitd cercata

(1) =5+ @+ (1)

Questa formola, cosi stabilita per via elementare, non & che un caso
particolare delle formole che danno la densitd £ per una classe qualunque
di forme ternarie indefinite, analoghe alle ben note di Eisenstein per le

forme definite.
Cosl per es. se supponiamo soltanto che il determinante o4 sia dispari

e privo di fattori quadrati:
4d=0p,02.Pn,

e noto che esistono 2” generi corrispondenti alle possibili determinazioni
dei caratteri

)G -(5)

(*) In generale per un gruppo qualunque K indicheremo con R« l'area del poligono
fondamentale.
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e in ciascun genere esiste una sola classe. Introducendo ancora il carattere
supplementare o derivato

e e

P P2 DPn

la densitd £ della classe (area del poligono fondamentale) & data dalla
formola

0S50+ (52 (G s (52

Quando la classe & quella delle forme suscettibili di rappresentare lo
zero, tutti i caratteri sono eguali a 41 e la (III) si riduce alla (II). La
dimostrazione della formola (III) e delle analoghe nel caso generale si pud
trarre dalle citate ricerche di Minkowski, applicando i metodi analitici di
Dirichlet.

Qui ci limiteremo ad osservare che nei dieci esempi di poligoni fon-
damentali calcolati da Fricke per forme non annullantess, da pp. 554 a 565
del 1° volume delle Automorphe Functionen, la formola (IIT) da esattamente
I’area del poligono corrispondente.

Cosi per es. per la forma

[ =3xi — 5x; — x2

si ha
4=15 , F=5ai— 32} — 1542
- il . sl e i)
=2, n=s . pm=s . (S)=(F)=+
—F 3
| (T>=(5> e
indi E=—1 ¢ la (III) da

Il poligono fondamentale, calcolato da Fricke. é un quadrilatero con

tre angoli eguali a g ed uno eguale a g la sua area & dunque in effetto
3 1 V(7
2———=—)=_.
"( 2 o') 3

Matematica. -— Swlle superficie minime cerchiate di Riemann.
Nota del Socio L. BrancHr.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.




