ool L L |

REALE ACCADEMIA DEI LINCEL

ANNO L AGOCTX.
1912

= I e R ), O ST T A

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

VOLUME XXI.

1° SEMESTRE.

ROMA

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEI

PROPRIETA DEL CAV.

1912

V. SALVIUCCI




— 432 —

Meccanica. — Sulla eonservazione dell’energia e della ma-
teria nel campo gravitazionale. Nota di MAX ABRAHAM, presentata
dal Socio T. LEvI-CIVITA.

Nella meccanica di Minkowski () le equazioni del moto stabiliscono
che la forsa del moto, ciod il prodotto della massa per il vettore univer-
sale di accelerazione, sia eguale al vettore universale della forsa motrice.
Riferendo entrambi i vettori all'unith di volume, ed indicando con v la den-
sita di riposo della materia, le equazioni indefinite del moto si serivono
(1) e =K, , w=K, , =K. , wu=K,.

Introduciamo un fensore universale simmetrico, le cui dieci componenti:

Xe Yy, 26, Uu y Xy=Y, , Yo=12y , Zp=2X;,
X’1=Ua‘ s Yu: U_t/ ) Zu= U:
si trasformano come i quadrati ed i prodotti delle componenti di un vettore
universale (di prima specie); da questo tensore deriviamo la forza motrice
unitaria colle formole

R Xy X
Ke=s D:r+)y+ e

T SR T AR
AT W o P +

(2)
W 7, ;|
K I I 3 ¥ w '

Qx Y

W, , 0, , U; | W,
ba:+3y+)s+)u'

K,, =

Tale rappresentazione della forza motrice é sempre possibile nell'elettrodi-
namica (°). Essa si trova pure nella teoria dell'elasticita, sviluppata dal-
I' Herglotz (*) in base al principio di relativitd. Infine la forza motrice della
gravitazione si deduce da un tensore universale, come dimostrai in una Nota
recente (*); occorre perd collegare il potenziale gravitazionale @ colla velo-

(*) H. Minkowski, Spazio e tempo. Nuovo Cimento, XVIII (1909).
(®) M. Abraham, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 19098, 19102,

(%) G. Herglotz, Annalen der Physik. 36, pag. 493, 1911.
(%) M. Abraham, Rendiconti della R. Accad. dei Lincei, XX, fasc. 12°, 1911%; XXI,

fase. 1°, 1912
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cita della luce (¢) nel modo seguente:
(3) 5 ¢* = @ — costante.

In quanto a questa costante addizionale, conviene porla eguale a zero &)
togliendo cosi l'arbitrarvietd del potenziale @; altrimenti con essa si intro-
durrebbe una nuova costante universale, probabilmente priva di significato
fisico. In ogni modo dalla (3) segue

(3a) ¢ grad ¢ = grad @ =

3

La variabilita di ¢ fa si, che il gruppo di Lorentz vale soltanto nel-

I’ infinitesimo, essendo

dz,dy ,dz e du=icdt
le componenti di uno spostamento infinitesimo in uno spazio a quattro di-
mensioni.

Rappresentiamo nella forma (2) le forze motrici elettrodinamiche, ela-
stiche e gravitazionali, derivando ognuna di esse dal fensore wumiversale
motore corrispondente. Indicheremo nel seguito con K la forza motrice ri-
sultante, dedotta nelle (2) dal tensore motore risultante T.

Alla forza del moto si pud dare una forma analoga. Ammettiamo la
condizione di conmtinuita (*) di Minkowski

P : d : R ; 9 .
— (v —= (] g) -+ — (vu) =0.
4 =5 (09) £ = (00) 57 (48) 5 ()
Allora valgono relazioni del tipo:
N R Rty
T il Dy+]"' T

L ot oogo UL L ol U ool i L
> () + 5 (29) + 57 (03) + 5 (0)
Esse ci permettono di scrivere le componenti della forza del moto

I‘Z‘——( +Dy+ DS+ )

QL |
(5) ,,}=_(°)Z_af+%_}_ﬁ_f;i+)z;)’

(1) Questa semplificazione devo ad un gentile suggerimento del prof. Planck.
(®) Resta escluso in questa Nota lo sviluppo di calore, il quale modificherebbe la
equazione di continuitd (4) come pure le equazioni del moto (1).
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Questo tensore T* chiamiamo tensore wuniversale del molo; le sue dieci

componenti determinano le lensioni cinetiche:
(5a) Xz=—wvz*, Yj=-—-wy*, Li=—i,
X; 3 1’; _ — 1'1‘}/ 3 lr: = rJ; — ‘l"US N Z; _ X: = — 1232,

la corrente di energia (S*) e limpulso unitario (¢9*) della materia:

|
S = ¢® g = 1cXy = iUy = — devau = ve*al,
(52) l Sy = ¢* gy = icYy = icUy = —devyu = eyt
S* — ¢ gF = 7¢Z* = icUr = — icvsu = vest
z 9= u z

ed infine la densita dell’energia della materia:

‘ (5¢) & = Uk = — vu® = ve*(f) = pek™,
)‘ essendo
: . l
(6) w=vi=uw éz_l —mht

la densita della materia.
Siccome si ha

(6a) z= % 1= % ==k (v vettore velocita),
[/ [

le (54, 5¢) danno

(62) S* =g =pctk .o=¢".0

per la corrente di energia trasportata dalla materia.
In modo analogo il tensore motore risultante T individua le risultanti
delle tensioni, correnti (S) e densitd (¢) di energia elastiche, elettromagne-

tiche e gravitazionali. Dalle (1), (2) e (5) seguono, riunendo i tensori T e

T*, i teoremi dell'impulso e dell energia nella forma:

Aeget0z) _ 2Xe+X2) | 3K, +X5) | (XA X)

et 2z w 8
@) d(egy +cgy) _ 23X+ Y3) S Y, +Y5) + AY4-Y7)
e Dz W P :
Aeg:+cg?) Wz +77) b VZy + Zy) i AZ:473) |
¢t 77 Wz PV 2 d
At _ g (SES
(8) = — — ¢ div ( - ) ; ;
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Occorre ora discutere queste formole, per far rilevare 1'influenza della
variazione di ¢ nel campo gravitazionale, completando i risultati della Nota
precedente (*).

Dalla (8) segue per un campo stazionario

div (S——tg) =0

)

ciod: 1l vettore della corrente stazionaria di energia, diviso per la velocity
della luce, & solenoidale. Dunque, se una quantita di energia di riposo (E,)
viene trasferita dal potenziale @, al potenziale superiore @, la energia di
riposo, che arriva al livello @, & maggiore di E,, e precisamente eguale a

(9) E=E, <.

cl)
Quindi la legge della conservazione dell’energio vale, non gia per l'energia
di riposo stessa, ma per questa energio divisa per la velocita della luce.
Essendo, secondo la (3),

- 20— o,
=1+ 2@ —d,) |, ;—o=]’/1+%,

1 pud in modo approssimativo scrivere la (9)
E, ,
(%) =B+ (@—0),
0

ed interpretare questa formola, come fece 1’ Einstein (2), attribuendo alla
energia wuna massa pesante eguale — come pure la massa inerie — alla
energia di riposo divisa per il quadrato della wvelocita della luce.

Questa spiegazione diventa ancora pin attendibile per la (8); scriviamo
il secondo membro di questa equazione, tenendo conto della (8a):

— e div (S—‘*‘i) ——air( 4+ 594+ 8T8 e

2
4 c”

——divS+S)— (g +9¢")F,

dove F indica la forza gravitazionale agente sulla massa unitaria.
Allora il feorema della conservazione dell’energia per un campo qual-
stast diventa :
(e &)
(10) o

=) div S +8)+ g+ F.

(*) M. Abraham, Rend. della R. Accad. dei Lincei, XXI, 1° fasc., 1912.
(*) A. Einstein, Annalen der Physik, 35, pag. 902, 1911.
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Risalta il significato del termine (ved. 64)

* *
&

< &

3

c* c*

v F=puk'v.F

°

come lavoro compiuto dalla gravitd nel moto della materia; ed é precisa-
mente la massa trasversale (di densitd uk™') sulla quale agisce la gravita.
Nell'espressione (10) del teorema della conservazione dell'energia va tenuto
conto di questo lavoro, come pure di un lavoro analogo compiuto dalla
gravita in wna corrente di energia qualsiast.

Siccome la massa 7 della materia & eguale al rapporto tra energia di
riposo E e ¢, la legge della conservasione della materia, identica a quella
della conservazione dell’energia, diventa:

(11) m ¢ = costante.

Nel campo gravitazionale rimane costante il prodotto della massa

per la velocita della luce.
Cosi si spiega la forma data in una Nota precedente (') all’'equazione

dell'energia per un punto materiale moventesi in un campo gravitazionale

statico:
(11a) r (k™) =0.
Difatti, moltiplicando per la costante ¢, si ottiene
d g
(115) - (merk™')=0,
e si giunge all espressione solita (mc¢*%4™') assegnata dalla teoria di relativita

all'energia della materia in moto.
Dalle (11) e (3) segue

mc+mc=mc—{—7d’=0;

quindi

(12) m=——@.

Un risultato analogo relativo alla densita w della materia si ottiene dalla
equazione di continuita (4), la quale pud seriversi

pe

diV‘uv-i—c—ﬁ—O,

(1) M. Abraham, Rend. della R. Acc. dei Lincei, XX, fasc. 12, 1911, equazione (9).
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ossia, secondo la (3a),

(124) Bl gy, M0

W CEDT

Le (12) e (124) indicano la variazione col tempo della massa e della sua
densita nel campo gravitazionale.

Di questa influenza del potenziale gravitazionale bisogna pure tenere
conto nel caleolare il cambiamento, che 1'impulso subisce col tempo. Ab-
biamo, per la prima componente della forza del moto di wn punto materiale

. i, - A ma
me = — (mz) — xr —dT(mx) ﬁ—?d);
percio la prima delle equazioni del moto diventa
: d .. mw. 2
(13 2 i L, D
) e (maz) 4+ po @ m =

Passando all'unita di volume di un corpo continuo, al suo impulso g*
ed alla derivazione locale, il primo membro della (13) corrisponde all’espres-
sione seguente:

Ry 0s ROy Ny AR e
13 <& i) R AL St = ———
(W5a) 1 +c” P4 R/ i ¢ ¢t
Ora si spiega la presenza di questi termini e di termini analoghi relativi
all'impulso del campo elettromagnetico e gravitazionale ed all’' impulso pro-
dotto dallo stato di tensione della materia, nell'espressione generale (7)

del feorema dell’smpulso. Possiamo, in virtu della (13a), serivere la prima
delle (7):

* X * 20

A R/
B o et ) e ()
e LY i W + RY] ;

Riassumendo 1 interpretazione data ai termini introdotti nei teoremi
dell’ impulso (14) e dell'energia (10) dal variare della velocitd della luce
col potenziale gravitazionale, abbiamo l'enunciato espressivo che el campo
gravitazionale le leqgi della conservazione della materia e dell’energia
di riposo prendono la forma:

o |

(15) me = — = costante.

Renprcontr. 1911, Vol. XXI, 1° Sem. 57




