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Matematica. — Sopra le deformasion continue delle superficie
reali applicabili sul paraboloide a parametro puramente immagi-
nario. Nota di L. P. EiseNHaRrT, presentata dal Socio L. BrancHhr.

In una recente Memoria (') il prof. Bianchi ha portato un importante
contributo alla teoria delle superficie a curvatura costante negativa stabilendo
I'esistenza di una nuova classe di deformazioni continue di tali superficie e
mostrando che un sistema, il quale consiste di oo' di queste deformate, pos-
siede delle trasformazioni di Bicklund in sistemi della stessa specie, affatto
analogamente come i sistemi di Weingarten di superficie pseudosferiche. In
seguito (*) egli sviluppd una teoria simile per superficie a curvatura costante
in geometria ellittica ed iperbolica. E noto (°) che. quando si applica il me-
todo di Weingarten ad una superficie pseudosferica in geometria ellittica, si
ottiene per quadrature una superficie nello spazio euclideo, che e applicabile
sul paraboloide

(1) .r”—{—j/;—{—‘lz';:(\
a-

con parametro puramente immaginario. L'A. ha dimostrato che questa tras-
formazione ottenuta col metodo di Weingarten pud essere estesa in modo
da venire applicata alle superficie di un sistema (=) in geometria ellittica,
quale é stato definito dal prof. Bianchi nella sua Memoria B, e con questo
mezzo egli ha stabilito 1'esistenza di un'analoga teoria di trasformazioni
continue di superficie applicabili sul paraboloide (1). In questa Nota verranno
esposti soltanto i resultati di questa ricerca. Anzitutto noi richiamiamo alcune
formule dalla Memoria B.

Sia S una superficie pseudosferica di curvatura assoluta K e di curva-
tura relativa — ”12'. riferita ad un sistema ortogonale (,v), per cui il suo

elemento lineare prende la forma

(2) ds®* = edu® + gdv*.
Riferendo i punti dello spazio ellittico ad un sistema di coordinate di

() Sopra wuna classe di deformazioni continue delle superficie pseudosferiche.
Annali di Matematica, serie IIT, tomo XVIII (1911), pag 1 e sgg

(*) Soprale deformazioni isogonali delle superficie a curvatura costante in geometria
ellittica ed iperbolica. Annali, serie ITI, tomo XVIII (1911). pag. 185 ¢ sgg.

(}) Ricerche sulla deformazione delle quadriche. Rendiconti del Circolo Matematico
di Palermo, Tomo XXII (1906), pag. 2.
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Weierstrass, noi indichiamo con ., y &1 5 X2y 23 le coordinate di un punto
F = (,v) mobile su S, s rappresentiamo con

()/077117'1"7 1 ) L] (QO»S!»“ §3) il (505.517.5'295:’.)

i coseni di direzione delle tangenti alle curve » = cost, % = cost su S e della
normale ad S in F; questi sono cioé le coordinate di Weierstrass dei piani
del triedro parametrico. I coseni di direzione di una retta per F, che formi
l'angolo costante e« col piano tangente hanno la forma

(3) & =cosaseng.y; —cosacosg - sene s, =m51 2. 8),

dove ¢(x,v) indica I'angolo che la normale a questa linea, giacente nel
piano tangente, forma colla tangente alla curva » = cost. B dimostrato che
la condizione necessaria e sufficiente affinché la S ammetta una deformazione
infinitesima per la quale il punto F sia spostato nella direzione (3) della
distanza ¢/, dove ¢ & una costante infinitesima, & che % e @ soddisfacciano
le equazioni differenziali

2 {29, 1 2 5) . logh)
}a 005 \ —|— C’_—D —}—sengp—bu ,——
1 ‘o
’ 2 LOWEY_ o 2k
(4) ](/' sengp( +1,(/ = u)sgp \u ‘—|—2u0tr1/ eg =20

Dlog/z/y_i‘l]_g) )10011( _{_L)rﬁ)_k —
W\ g w w \w ' Ye w ) Veg.

Inoltre, queste funzioni stanno nelle relazioni seguenti coi secondi coefficienti
fondamentali D, D', D” di S

S e (D([ 1_)]5) log k)
(5) D—ycuoh(cosqa il s —{—sengp—M {

e si hanno espressioni simili per D’ e D”; queste espressioni soddisfanno le
equazioni di Codazzi e di Gauss in virtu delle (4).

Per di piu la linea nel piano tangente ad S in F, la quale & perpen-
dicolare alla direzione (3), definisce una trasformazione di Bicklund di S
in una superficie ', la cui normale nel punto di contatto F ha la direzione
(3). e le cui coordinate sono date da

(6) a'i=-cosz.x; + senz(n; cosgp + {iseng) (2=0,1,2,3).
Affinche la deformazione sia continua, le funzioni D, D', D"; &, ¢; z,n,(,&

debbono contenere un parametro w, tale che sussistano le equazioni

L i
)u—]g‘” Qw

(R =1 (6=0,1,2,3)
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La condizione necessaria e sufficiente a ¢id & che, oltre alle equazioni (4),

siano soddisfatte anche le seguenti
A 1 . g £
(8) senea —3 = h,, + keh ,sen e % = fyo + A/h ,sen « S = lios -} kgh,
; 3 \

r

02

che somo scritte in forma invariantiva. Quando queste condizioni sono sod-

disfatte, le equazioni (7) definiscono un sistema triplo di superficie in geometria
cost & una deformata continua

ellittica tale che ciascuna delle superficie w =
delle altre. Noi diciamo che le equazioni (7) definiscono wi sistema di Bianchs.
Nello stesso tempo le equazioni (6) definiscono un secondo sistema di Bianchi,
che noi chiamiamo ¢/ sistema coniugato. Questa relazione & reciproca, ciod
il sistema (7) @ il conincato del sistema ottenuto per mezzo della (6) ().

Quando il metodo di Weingarten viene applicato ad una superficie pseu-
dosferica S in geometria ellittica, si trova una superficie reale = nello spazio
euclideo, le cui coordinate sono date da

(9) ayi =z dzy 4 a* 5 dE, (i=1,2,3),
la quale e applicabile sul paraboloide (1), come si dimostra ponendo

a3t
9

=2, , y=a*&, , 8=1

&

Noi diciamo che le equazioni (9) definiscono un trasformazione W. 1 coseni
di direzione della normale a = sono proporzionali alle quantita A; definite da

(10) Ai=Lline—ni&

Sara necessario definire due altre funzioni £ e y come segue

g = —senz x, 4 cosz(cos ¢ 7, + sen ¢ {,)
(11) Seli'e
r= §o — sena(seng 1, — cos ¢ &)

Coll'aiuto di queste noi stabiliamo il teorema :
Se 2 ¢ la trasformata W d’una superficie S, la superficie 3' le cus

coordinate sono date da
(12) Y: = yi + sen v(Bx; — ayk;)

¢ la trasformato W della superficie S che origina da S mediante la
lrasformazione di Bicklund determinata dalle stesse funzioni e« ,v ,h, @;
¢ le superficie 3 ¢ 3’ sono le superficie focali d'una congruenza W.
Affine di giungere a questo risultato noi effettuiamo un cambiamento
di parametri per S’ cosicché i piani del triedro parametrico debbono avere

(*) I1 prof. Bianchi dice che in questo caso il secondo sistema & ottenuto dal primo

¢on una trasformazione singolare.
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una orientazione conveniente. 11 carattere di questa scelta verrd spiegato in
seguito.

Quando noi consideriamo non una superficie isolata S, ma un sistema di
Bianchi, noi troviamo che esiste una trasformazione W generalizzata, tale
che le superficie trasformate = sono trasformate continue 1'una dell'altra.
Questo risultato pud essere espresso nel modo seguente :

Quando si ha un sistema di Bianchi dj superficie pseudosferiche in
geometria ellitlica, determinato da un insieme di [unsioni h,q. v ed e,
soddisfacenti le equazioni (4), (5), (8), e le funzioni A} per il sistema
contugato di Bianchi sono determinate concordemente colla corrispondente
affinita di Ivory le equazioni

(13) dy; = x; dzo + a*€; dEy — ah sen a A’ du

sussistono e definiscono nello spazio euclideo un sistema di superficie
2 (w = cost), le quali sono deformate continue I'una dell' altra, e ciascuna
superficie 2 ¢ applicabile sul paraboloide (1); inolire, le superficie 3" defi-
nite da (12) formano wn secondo sistema della medesima specie.

Noi denominiamo questo secondo sistema il coniugato del primo.

Quando nelle equazioni (6) le quantity «,h,@,7 sono sostituite da
un secondo gruppo e, h,, ¢, ,7, soddisfacente lo equazioni (4), (5), (8),
queste equazioni definiscono una nuova trasformazione Ba delle supertficie S.
Inoltre, come il prof. Bianchi ha dimostrato, le trasformate S formano un
sistema di Bianchi. Noi abbiamo stabilito gli analoghi risultati:

Quando si applica al sistema (13) di superficie 3 una trasformazione
definita da equagioni del tipo (12), nel quale e, h, @, v sono sostituite
da a,, hy, @\ .7, le superficie risultanti 3' sono tali che ciascun gruppo
di superficie corrispondent; X,3' 3,3’ formano una quaterna in ac-
cordo con un teorema di permutabilita per trasformazion: (13).

Per queste trasformazioni generali e per la singolare pertinente al sistema
coniugato, le coordinate y; soddisfano equazioni della forma

(14) dy; = @ dowg - a &l dE), — al/ sen « A; du

dove x' e & somo dati dalle corrispondenti equazioni (6), (3), la funzione
#'* & il coefficiente di dw® nella espressione per 1'elemento lineare del si-
stema (S') e le funzioni A; appartengono al sistema coniugato di superficie
e sono determinate dalla corrispondente affinitd di Ivory.

In aggiunta a queste trasformazioni dei sistemi di Bianchi, il profes-
sore Bianchi ba stabilito anche una trasformazione complementare ottenuta
conducendo le tangenti ad un sistema di geodetiche ortogonali ad una fa-
miglia di oricicli. Per queste trasformazioni un sistema di Bianchi & cangiato
in un nuovo sistema della medesima specie. Per queste trasformazioni ab-

RenbprconTr. 1912, Vol. XXI, 1° Sem. 60
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biamo anche un teorema analogo all'ultimo, ma in guesto caso la determi-

nazione delle funzioni A; richiede quadrature. Particolare interesse ha il
caso di %= 0, vale a dire quando le superficie S sono applicabili sulla su-
perficie di Clifford.

Nello spazio euclideo le superficie = sono

di rotazione

(15) 2ty 2=

applicabili sul paraboloide

e conseguentemente ciascuna & una falda focale di una superficie del tipo

scoperto da Weingarten nel 1861.

Ricordiamo che Darboux ha dimostrato che la superficie media & una
superficie di traslazione, con curve generatrici a torsione costante eguale e
di segno contrario, e che i piani osc ulatori di queste curve s'intersecano
nelle normali corrispondenti alle superficie di Weingarten. Noi abbiamo sta-
bilito il risultato seguente :

La condizione necessaria ¢ sufficiente perché la trasformagione (12)
di una superficie = sia complementare, é che = sta applicabile sul para-
boloide (15) é che la corrispondente (rasformazione di S in geometria
ellittica sia complementare; un sistema di Bianchi di superficie applica-
bili sopra la superficie di Clifford corrisponde per trasformasione W ad
un sistema di superficie = applicabili sul paraboloide (15); Lultimo si-
stema ammetle una trasformasione complementare in sistemsi della mede-
sima specie, in modo che ciascuna coppia di superficie 2,3 sumo le su-
perficie focali di superficie di Weingarten.

L'autore ha stabilito con metodo diretto 1'esistenza di sistemi di defor-
mazioni continue del paraboloide reale, e si occupa ora di ricerche analoghe
concernenti le superficie applicabili nelle quadriche a centro.

Fisica. — Sulla costante di trasformazione del Radio D (V).
Nota del dott. Paoro Rossi, presentata dal Corrisp. M. CANTONE.

Il Radio D non si mostra radioattivo per sé stesso, ma si sa che, una
volta raggiunto l'equilibrio radioattivo dei suoi prodotti di trasformazione,
tanto l'attivita dei raggi B quanio quella dei raggi « — dovute rispet-
tivamente al Radio E ed F — devono decrescere colla stessa legge espo-
nenziale e precisamente con quella che caratterizza la trasformazione del
Radio D (?). Siccome perd questa avviene molto lentamente. cosi finora si
preferito dai diversi autori di determinarne il periodo con metodi indiretti

(') Lavoro esegnito nella R. Universita di Napoli.
(*) M.me Curie, Radioactivité, tom. II, pag.

oro
373.




