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Matematica. — Sugli integrali curvilinei del Calcolo delle
Variazioni. Nota II di LeonipA ToNELLI, presentata dal Socio
S. PINCHERLE.

1. Ci proponiamo di dimostrare qui una proposizione gid annunciata
nella Nota I, e che c¢i sembra notevole. Ne faremo poi alcune applicazioni.
2. Consideriamo, insieme alla C, un'altra curva C,, interna essa pure

al campo A (') e continua e rettificabile. Indicando con
‘NF(.Z‘. Yo li ¥ i8S: LF@,y, 2, y)ds

gli integrali della funzione F estesi alle due curve, vogliamo dimostrare che
Se la curva C, tende alla C (*) in modo che la sua lunghesza tenda
alla lunghessa di quest'ultima, é

lim ’ Fz,y,2 ,y)ds= { Flx,y,z',y)ds.

a=c’C

Riprendendo la funzione f’(./: vy ,x',y') del n. 4 della Nota I, possiamo
applicarle il teorema del n. 27 della Memoria (T) (%) e scrivere

| F(z, y,a',y') ds =< Min lim | ?(;I‘ Y, 2 y)ds .
c c=c’C
Ed essendo

F(z,y,z ,y)=F(z, Y.z )+ myay,
abbiamo

fFlaz.y,I’.g/'ids—f—me] z? 4yt ds =

= Mim lim: [F(,[.y,g/:’,y’) d.g+m£1/a,-'=+y'= ds:.
Ci=c\ /C: C1 /
(") Conserveremo qui tutte le notazioni della Nota I.
(*) Per tutto c¢id che si riferisce alla convergenza di una curva verso un'altra, vedi
M. Fréchet, Sur quelques points du calcul functionnel. Rend. Circ. Matem. di Palermo,
tomo XXII (1906). Ricordiamo che condizione necessaria e sufficiente affinche C, tenda
8 C & che esista una rappresentazione simultanea delle curve C e C,

y Y=y
r=2x(t) , y=yi)

= z(
x z(t) (10 ==t < 1))

in modo che le z4(t) , y,(t) tendano uniformemente e rispettivamente alle z(t) , y(t).
(*)

Veramente il teorema, al luogo citato, & dato solo per una successione di curve:
la dimostrazione perd pud ripetersi tal quale anche nel caso generale.
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fj/x" -+ y"* ds = lunghezza di C
C
[me -+ %" ds =lunghezza di C, ,
Cy
e, per ipotesi, la lunghezza di C, tende a quella di C. E dunque

hm [1/90” —+ y"* ds = lim lungh C, = lungh C
Ci1=C
e percid

fF@mﬁﬂyM&+m[Vquﬁﬁs
C C

= Min lim F@ﬂww/m+mmf7w+wm
Cc

Ci=C ] Ci=C

(1) des<M1n lim (Fds

C1=C / C1
Sia, ora, M un numero positivo maggiore del piu grande dei valori
assoluti dei massimi delle due funzioni F e F,, per tutti i punti (z,y)
di A e per tutti quelli (2',y’) della circonferenza ™ 4 y*=1; e consi-
deriamo la funzione

T‘(w,y,m',y')EF(a),y,az',y')—-M]/;:T—]——y—';,

per la quale si ha
1

(xYZ + !/lﬁ)l/‘

Questa nuova funzione F soddisfa a tutte le condizioni poste per le F,
e inoltre, alle due

F,=F,—M

PG e s g

in tutti i punti (x,y) di A e (2',y") di «" 4-y*=1. Lo stesso teorema
del n. 27 della Memoria (T) da percid

J Fas

} Fds—M[l/.L"‘-I—y"d3>M’*SShm {Fds M. hmJ 1/.7,‘"-{— y'* ds

0:=0 7% 01=C

= Mass lim f Fds

oi=c 7%

’11l

(FM>Mumm F ds.

=c’/C1

Renprcontr. 1912, Vol. XXI, 1° Sem. 78
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Da questa disuguaglianza ¢ dalla (1), concludiamo che esiste il limite del-

I'integrale | F ds, quando C, tende a C, nel modo detto, e che &
Cy
(2) lim | Fds= | Fds.
; A

ci=c “Gr

I1 nostro teorema & dunque perfettamente dimostrato.

3. Si potrebbe essere indotti a credere che il tendere a zero della dif-
ferenza delle lunghezze delle curve C, e C, al tendere di ¢, a C, sia condi-
zione, oltre che sufficiente, anche necessaria perche si verifichi la uguaglianza
(2) (tranne naturalmente il caso della F=0). E facile perd convincersi del
contrario. Si prenda

R
: A
Flz,y,2'.y)=

Vo't
e come curva C il segmento rettilineo che unisce i punti del piano (x, )
di coordinate (0,0),(1,0). Si costruisca la C, congiungendo questi due

- . : A 1 :
punti con una spezzata di 2z lati, tutti di lunghezza 5. alternativamente

an
perpendicolari e paralleli a C, e cosi disposti che quelli perpendicolari ab-
biano sempre un estremo in C. E allora

Vo T = ds = | ds=1
P Y C

B ol (ﬁm' ds=1.

(e
Wty

In questo caso, la (2) & dunque verificata, mentre é: lunghezza di C, = 2=2.
Jungh. C.

4. Dal teorema del n. 2 deduciamo questo corollario:

Se una linea C si deforma con continuita, in modo da conServare
sempre la stessa lunghezza, Uintegrale della funzione F, esteso alla C,
varia pure con Continuita.

5. Un’altra proposizione vogliamo ora dedurre da quella del n. 2. B
necessario perd premettere il seguente lemma :

Se le funzioni s,(z), tutte non decrescenti, comvergano, per n = o,
in ogni punto di (a,b) verso una funzione continua s(z), la convergenia
é uniforme.

Preso un numero positivo &, sia J tale che dalla disuguaglianza
[#1 —z2| < d (2, e z, punti di (a, b)) si deduca sempre

|8(z1) — 8(x2) | < €.
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Si divida («, %) in un numero » di parti tutte < d. B possibile, per
la convergenza delle s,(x), determinare un numero 7 tale che, per ogni
n>>n, sia

[8(2) — sn(z)| < &

in tutti gli » 41 estremi di queste parti. B allora, indicando con @, e s
gli estremi di una parte qualunque, e con z un punto arbitrario compleso
tra essi,

(@) —8(@)| <& , [s(zs) —s(2)| < e
(1) — & < sn xl) = 8u(2) = 8n(25) < 8(ws) - ¢
s(x) — 2& < su(x) < s(z) - 2¢
|s(2) — $u(2)| < 26

e cid0 per tutti gli » > 7 e tutti i punti di (@, 6). Il lemma & cosi dimo-
strato.
6. Possiamo, dopo cid, dimostrare il teorema di convergenza che segue.
Sia f(z,y,p) una funzione delle tre variabili z,y,p, tale che

(l}’f( ,y—,)EF(x.y..z'.y’)

soddisfi alle condizioni poste per la F ai numeri precedenti; siano poi y(x),
7(x) due funzioni date nellintervallo (a,b) ed ivi assolutamente continue.
Allora
W e——e—r
Se la y(x) tende uniformemente in (a , b) alla F(x) e ( 14 y(z)dz

‘a

tende a f 1 1+ (11, il primo dei due integrali
~o x r
(“r@. @)y @ de , [ f@.76),7@)d

tende uniformemente, in tutto (a,b), al secondo.

Per l'assoluta continuitd delle funzioni y(z).7(z): 1°, esistono in tutti
i punti di (@, 5), ad eccezione al pil di un insieme di misura nulla, le
derivate y'(z),7'(x) (*); 2°, esistono gli integrali

("1 +y@de | f11+,/ ) do

e rappresentano, rispettivamente, le lunghezze delle cwrve y =1y(x) , y = 7(#),
nell' intervallo (a,x) (*); 3° esistono gli integrali che stiamo per scrivere
(1) Vedi H. Lebesgue, Legons sur lintegration ecc., pag. 128.
(%) Vedi L. Tonelli, Sulla rettificazione delle curve. Atti della R. Acc. delle Scienze
di Torino, 1907-08.




e valgono le uguaglianze

\ ’%/’(‘r.y.y') de= |0 Fa(s) , y(s), 2'(s) , ¥'(9)) ds
(3) e e
[ [“tw.9,7)da= [* F(Z(s), 7(s) . F(s) , 7(5)) ds (2).
" s(a)

Inoltre, perché per ipotesi &

L e —— e | N O S Y
lim | 114 y(2) de= [ YTF 7@ de,
!/Ey a a

é anche, per ogni 2 di (a,b)

lim ‘ V14 1y(@) de = ‘ 1+ 17 @) de .
y=y " ° y
Cid risulta subito osservando che &
(T8 S T o = SRR
Min lim | T+ ]y@)fdz= | YTF 7@ do
ysT/ a a
Y e _ S U S RN S v T
Minlim | T4+ {/@)Fde= | 1TF|7@F dz.
= "

Applicando il lemma dimostrato al n. precedente, si ha anche che la

L n i PR e
convergenza dell’integrale | 11+ 17'(z){* doz & uniforme in tutto (a, b).
Per il teorema del n. 2 si ha poi

3 @) ;e

)

lim | Fz.y,2,y)ds= | "““Fz,7,7.7)ds.

y=7 /@
Anche qui la convergenza é uniforme. Invero, le s(z), poiché convergono
uniformemente verso la §(z), costituiscono una varieta di funzioni ugual-
mente continue in (2, 5): sono tali cioé che, preso un & arbitrario, si puo
sempre, in corrispondenza, determinare in J per il quale, dalla disuguaglianza
|z, — x| < d, con z, , z, punti di (z,b), scende 1'altra

[$(21) — 8(z2)| < e,

qualunque sia la s(z) della varieta. Osserviamo, ora, che nei punti (z,y)
nei quali si considera 1a F ¢ in quelli (z', y') della circonferenza x"*--y'*=1,
la F stessa & continua e quindi in modulo resta inferiore ad un numero
ﬁssg M. ejricordiamo che i punti dell intervallo (8(2), s(£)) in cui non &

Z(s) +y

'()=1 costituiscono un insieme di misura nulla, insieme che,

(*) Cfr. L. Tonelli, Sugli integrali curvilinei. Rend. Acec, Lincei, febbraio 1911.
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come si sa, & perfettamente trascurabile agli effetti dell’ integrazione. Pos-
siamo scrivere, percid,

“s(ag)

“s(ay)
U F(a:,y.x’,y')ds—[ Flz,y,z",y)ds

LAL) 7 s(a)

s(ar)
[ Fz,y,a",y')ds
$(@yq)

= 35(151) =—= S(xz)l M<eM.

Gli integrali
s(ax)
Fle,y,z ,y)ds
s(a)
risultano cosi ugualmente continui in (a,%). Cid basta per essere sicuri
della loro convergenza uniforme.
Tenendo conto delle uguaglianze (3), il teorema propostoci risulta in-
teramente dimostrato.
7. Facciamo un'altra applicazione del teorema del n. 2.
Si debba risolvere il seguente problema — detto degli ssoperimetri — :
fra tutte le curve C ('), giacenti in un dato campo ed aventi tutte la stessa
lunghezza, trovare quella che rende minimo (o massimo) 1'integrale

fF(x,y,:c'.y’)ds.
/C

Si determini il limite inferiore (o superiore) I dei valori che 1 inte-
grale assume per tutte le possibili curve C, e si scelga una successione
C,,Ce,... di tali curve in modo che sia

lim ( Fds=1I.

n=w /Cp

Le curve C,, avendo tutte la stessa lunghezza, ammettono, per un noto
teorema, una curva limite C. Se allora & possibile dimostrare (*) che la
lunghezza della C (che non pud essere maggiore) & precisamente uguale a

quella delle C,, il teorema del n. 2 mostra che &

[ Pds=lm | Fas=1,
/C n=wn “/Cn

vale a dire, stabilisce 1'esistenza del minimo (o massimo) di cui qui & que-

stione.

I1 metodo ora usato si applica anche alla risoluzione del problema ge-
nerale di minimo (massimo): trovare, fra tutte le curve di un dato campo,
quella che rende minimo (massimo) 1 integrale della F. Solo qui si deve
aggiungere in pil la dimostrazione dell'esistenza di unma curva limite per
le C,,Cy, .., determinate come dianzi.

(*) Si potrebbe considerare anche solo una classe speciale di tali curve.
%) In taluni casi la dimostrazione & immediata.




