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[l massimo di aumento, 4170, per L° azimutale, S1 verifica di fronte a
per cul ]'aumento & massimo,

L'angolo di 54°.10'.36"
indice medio di rifrazione:

8" nella curva interna.
odi un1l

pud dunque essere utilizzato per il calcol
n = N sen (.54“.10’.:56")
n=1.5327.

ossia log n =0.185479 e

Matematica. — Sopra un’estensione del teorema di Riesz-
Fisher. Nota I del dott. Luial AMOROSO, presentata dal Corrispon-

dente G. LAURICELLA.

Sia data una successione pumerabile di infinite funzioni reali di una
variabile reale x
(1) @, () , Po() 5 - D) 5o

finite e continue, normali ortogonali, nell intervallo (01)

B
(2) | @p(z) Do(z)de=0 m=Fn

0
=1 m=n.

Alle funzioni (1) faceiamo corrispondere biunivocamente i numeri di una

0
SUCCESSIONe @, , Az o - An 5 - S€ la serie N @ converge, allora, secondo il
n=1

teorema di Riesz-Fisher, esiste nell’intervallo (01) una funzione reale [(x)
per la quale si ha
gl o1

On(z) f(2)dz =am . | (f(@)*dz=

Jo o

V18

ad n=1,2,..

1

S

n

gl'integrali essendo presi mel semso di Lebesgue (').

Ci proponiamo nella presente Nota di dare una estensione di questo
teorema, della quale dovremo fare applicazione in lavori suceessivi.

1. Definizioni fondamentali. — Diciamo 2 1'insieme delle funzioni
reali, delle variabili reali z ¢, /(z, () integrabili in senso di Lebesgue ri-

i‘) Cfr. F. Riesz, Sur les systemes orthogonauz de fonctions. Compt. Rendus, 1907
pag. 615; Sur les suites de fonctions mesurables. 1d. id., 1909, pag. 1303. — E l"‘ishcr'
Sur la convergence en moyenne. 1d. id., 1907, pag. 1022, — H. \;’uvl /.//”IPT d‘i(’ [(/m-‘
vser‘qen: L"on Reihen die n’aff//. Orthogonalfunktionen fortschreiten. Mat. 1,\nn. I;d. 66,, 1909,
;};11:3.2“425. ]T A. ‘Ifaar,‘) /z‘zr Theorie der 07‘[}%0!/0!1/[[/’77, Funktionensysteme. Mat. Ann.
i )de, Z310, bu‘llte 331; Bu:nd. 71, 1912, Seite 38. — M. Plancherel, Contribution 4
b “Xllgffg”;:ttaéin d'une fonction arbitraire, ecc. Rend. Circolo Mat., Palermo,
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spetto ad z nell' intervallo (0 1), in modo che gl'integrali (in senso di Le-
besgue)

‘El/(a' , 1) da

sieno funzioni finite e continue di ¢ per tutti 1 valori di ¢ superiori ad una
quantita finita ¢£,.
Data una successione di funzioni di 2

(3) Fil@ s 8) s Lol 3 8) 5 oo [l 5 8) s e

diremo che essa & convergente in media rispetto ad z, uniformemente ri-
Spetto a t, se detti m ,h due numeri positivi, 1'espressione

[Vl{/mﬂx(l’ v ) — fu(2, ) dz

0

al crescere di m fenda, uniformemente rispetto a t, al limite zero.

Diremo che la successione stessa converge in media rispetto ad x,
uniformemente rispelto a t, verso una [unzione f(x ,?), se esiste una fun-
zione di 2, per cui 1'espressione

i |
[ V@, ) — fulec, )t da
0
al crescere di m, tenda, wniformemente rispetto a t, a zero.
Analogamente, data la successione di funzioni di 2:

25 )6 162 ) 5 oo il g ) s

diremo che essa converge uniformemente rispetto a t ed wuniformemente
in generale rispetto ad x, se ad ogni numero positivo &< 1 si pud far
corrispondere, per qualunque valore di / = ¢,, un insieme I'(¢) di punti del-
U'intervallo (01) di misura 1— e, in modo che la successione considerata
converga uniformente rispetto alle variabili x e ¢, qualunque sia ¢=¢,,
qualunque sia z nell'insieme ).

Sempre nello stesso ordine di idee, diremo che una funzione f(z,¢)
di 2, ¢ determinata in generale rispetto ad z, se ad ogni numero positivo
§<1 si puo far corrispondere, per qualunque valore di # = ¢,, un insieme
di punti dell'intervallo (01) di misura 1 — &, fel quale la funzione f(z,?)
e univocamente determinata.

2. Lemma. Se le funzioni (8) nell’sntervallo (0 1) convergono in media
rispetto ad x, wuiformemente rispetto a t, per t = t, esiste una [unzione
(1) di R, verso cui una conveniente successione, estratta dalle (3):

iz ) il D)y oo e 8 1)y o

converge uniformemente rispetio a t ed uniformemente in generale rispetto
Renpicontr, 1912, Vol. XXI, 1° Sem. 98



A =
ad z. La funzione f(x,t), cost definita, € determinata tn generale ri-
spetto ad .

La dimostrazione di questo Jlemma si fa ostendendo punto per punto
la dimostrazione data da Plancherel per il caso in cui manchi la variabile 7.
Sia &,(¢) il limite superiore degli integrali
- ]
| (@ i) 5= fl(@)f? d
0
... Per le ipotesi fatte em(0), al crescere di m, tende, unifor-

per h=1,2,
Possiamo allora estrarre

memente rispetto a t per t = lo, al limite zero.
dalla successione & (%), &(¢), ... una serie wniformemente convergente per
i =it i sk Cid porta che, detta I, . ls, ... una successione
di numeri positivi tendenti a zero, e 0, +Jds | - una serie convergente a
termini positivi, sard sempre possibile determinare un indice un, tale che
,c
si abbia S £u(8) < % In 0, qualunque sia £ ="lo- Ne segue (ripetendo let-
n=h -
teralmente i ragionamenti di Plancherel (loc. cit.) dalla linea 20 delia pa-
gina 293 ove dice: « cherchons a determiner , ... » tino alla linea 12 della
pagina 294 e cioe fino alla formula m(Aj,x) = Oa, che non contiene piu la
variabile 7), che esiste nell intervallo (01) un insieme di punti Ax(Z) di
misura uguale o maggiore di 1 — dn, per cui si ha:

| fug(® 2 8) — fua(® 4 0) < 2y

per tutti i valori di p e ¢ superiori ad un certo numero K, qualunque sia
il.punte 2 dell'insieme A,(f), qualunque sia (> f,. Ma allora, detto Ba(?)
l.‘u.nsieme formato da tutti i punti dell intervallo (01) comuni a tutti gli
insiemi An(Z) 5 Apca() s Apae(£) 4 .., S1 aVIAC

fupl@ o 8) — fugl@ , 8| < 2 p.g>7

per j=~Fh, l/ %) R K avendo rispetto ad j lo stesso significato che A
rispetto ad 2. Dunque la serie

fu (@5 8) + fu,(@ 5 ) £

converg iforme ']

1\ ve;;_e uniformemente rispetto ad ambedue le variabili z,¢ per ogni va-
ore di = i valore di i

0 Bf = {, e per ogni valore di z. corrispondente ad un punto dell in-
sieme By(Z): ma la misura di Bx(¢) & uguale almeno a

1— (@4 s + ).

qllindi - Vikiﬂﬂ a 1 tanto q 1ant Si v 1( ece ve l an e ’
o 0 Sl V l'_‘ (v o P c -h l c ‘.t
o, ,)4. A . (ve l G rel, loc. ci1t.
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3. Teorema. — Data nell'intervallo (01) la successione di funzioni
(1): Znoltre una successione di [unzioni della variabile ¢, finite e con-
tinue per t =1,

(5) Pi(8) , Po(?) 5 oo Pu(t) , ...
tali che la serie
(G) i}(Pn(”)z

converga uniformemente per tutti i valori di t=t,, allora esiste una
serie di numeri interi positivi crescenti @ , fbs , ... tali che posto:

Ru(2 , 8) = @,(x) Pi(£) + @=(¢) + = + Pm(x) Pm(?)
la serie

(7) Ry (2. 1)+ (R (2, t) — Ry, (2, 8)) 4 -

converge uniformemente rispetto a t, per t=t,, uniformemente in gene-
rale rispetto ad z, per 0 <z <1, verso una funzione ¥(z,1?), per cui
st ha:

® [ F@.0rdo=S [POF . [ @ule) Flo, 0 dz = Palt)

n=)

=l o oo U 2y

Si ha infatti, detti #,% due numeri interi positivi e ricordando la
posizione (7), e le (2)

Y1 (m+h m+h

S TRnso, ) — Raer, 07t = | 'S 0@ Bl0)|| do = S (Pute,

da cui, data la convergenza uniforme della serie (6), segue immediatamente
che 1'espressione

J‘l(Rm+h(:1} ’ t) e Rm(-l' ) l))i dx

al crescere di m tende, uniformemente rispetto a ¢, per £ = ¢,, al limite
zero. Cid prova che le funzioni Ry(x,?), Rs(2,?), ... convergono in media
rispetto ad x nell intervallo (0 1), uniformemente rispetto a ¢ per ¢=1¢,,
nel senso indicato al n. 1 di questa Nota; ed allora, per il lemma prece-
dente, & possibile estrarre una successione

Ry (2, 8), Ru( . 8) 5

convergente uniformemente rispetto a ¢ per ¢=/¢,, ed uniformemente in
generale rispetto ad 2 verso una funzione F(x,¢). Si avrad cosi

g1l fad
(9) P(o, )= 'f_H Ou() Pull) + > @) Pyl + -+

.un-
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per f =ty Per l=2=1 esclusi per ogni (= t, 1 valorl di « corrispon-

=t = =10 I

denti ai punti di un insieme :
Nella (9) moltiplicando ambo i membri per

da 0 ad 1 si raccoglie:

di misura nulla.
@ () d ed integrando

D)

“l'l’,,.(‘r) F(z.{) dz = Pn(l) me=1l,2,..

0

(10)

Finalmente. sempre dalla (9). moltiplicando ambo i membri per F(z . ¢) ed
inteerando da 0 ad 1. tenuto conto delle (8), si raccoglie ancora

1 ES A

[ 1R, )ftde=> (Pu(®))’

0 m=1

come era stato enunciato.

Matematica. — Sulla teoria delle equazioni integrali e delle
loro generalizzate. Nota I dell’ ing. GrovanNI GIorer, presentata

dal Corrisp. G. LAURICELLA.

1. — La teoria piu generale che noi conosciamo per la trattazione delle
equazioni integrali & quella data recentemente dal prof. Volterra nella serie
di lavori pubblicata in questi Rendiconti, dal 1909 al 1911. E una teoria
che procede con mezzi molto semplici e di portata grandissima, e in fatto
include la maggior parte delle altre conosciute, come caso particolare; inoltre,
si applica a una categoria di problemi molto piu lata, p. es. a equazioni
iutegro-differenziali, equazioni integrali non lineari di vari tipi, ed altre
equazioni funzionali di carattere molto generale. Essa ¢ tutta fondata sulla
considerazione delle funzioni permutabili che nella VII Nota di tale serie Q)
vengono definite (§ 1, in principio) con queste parole: « Due funzioni finite
« e continue Fy(z,y) e Fyo(z.y), tali che

x

(& [ Fuw, 9T g di = | Fulo, 8 P, y) a8,

« si diranno permutabili, e V'operazione precedente si dird la loro compo-
« sizione. F\(z,y), Fao(z,y) si chiameranno componenti e 1’ integrale otte-
« nuto resultante »; aggiungendo poi che la funzione reswltante si indi-
cherd con

F\Fy(z,y) o F.Fi(z,y)

(*) Questioni generali sulle equazioni integrali e integro-differenziali, Rend. Lincei,

xjul. XIX, serie 5%, 1° sem, seduta del 20 febbraio 1910. B questo il lavoro classico e
Tnndam‘enFale di tutta la ricerca. La enunciazione pit generale e la llirn(»str;zif»llc dei
teoremi si trova poi nella XIII Nota: Sopra una proprietd generale delle equazioni
integrali e integro-differenziali, ibid., vol XX, serie 5%, 2° scm.,‘aenlutu del 6 agosto 1911
i g0 ;
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