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del Volterra, che stabilisce la possibilitd di caleolare tali operazioni inverse,
in date condizioni ben precisate, mediante sviluppi in serie di potenze, o
rapporti di serie di potenze, validi e convergenti, i cui termini sono di cal-
colazione riducibile a operazioni note. Nella prosecuzione della presente Nota
mi occuperd della teoria che ha attinenza con questa seconda parte. sempre
nei rignardi del significato operativo funzionale, e della eventuale possibile

estensione dei risultati.

Meccanica. — Sopra le vibrazioni normali di un corpo ela-
stico immerso in un fluido. Nota di E. LAURA, presentata dal Socio
C. SOMIGLIANA.

In una interessante Memoria, il sig. Love (*) osservo che, i metodi usati
nella Teoria del Suono per la determinazione dello smorzamento delle vibra-
zioni di un corpo elastico immerso in un fluido. non tengono conto, nei ri-
guardi del moto di questo, di una condizione dinamica, che lo stesso autore,
in altro suo lavoro, dimostrd doversi verificare sul bordo dell'onda propagan-
tesi nel fluido.

Agli stessi metodi si pud muovere una obbiezione di altra natura: in
essi & invero prefissato o il moto del fluido o quello del vibratore, benché
in seguito sia tenuto conto della resistenza esercitata dal fluido sopra la
superficie del vibratore. o della diminuzione di energia subita da esso per
effetto delle onde propagantisi nel fluido che lo circonda (*) (*).

Il sig. Love nella suddetta Memoria, trattando il problema delle vibra-
sioni di una membrana elastica sferica vibrante radialmente in un fluido,
effettivamente non prefissa né il moto del fluido, né quello del vibratore;
egli non pone perd il problema nella forma pill generale come ho fatto io
partendo, senza restrizione aleuna dalle equazioni di elasticita, in due casi
semplici (lastra indefinita vibrante normalmente ai piani che la limitano,
e sfera vibrante radialmente) nella presente Nota.

Il metodo seguito consiste, da un lato, nel porre 1'ipotesi della conti-
nuita delle tensioni e dello spostamento normale (o della velocitd normale
se il moto del fluido si determinerd a mezzo del potenziale di velocita)
attraverso la superficie del vibratore; da un altro lato, nel considerare il

(*) A. E. H. Love, Some Illustrations of Duay ecc. Proc. Lond. Math. doc. (2),
t. II, pag. 88.

(*) Un’esposizione sommaria di questi metodi & nella citata Memoria del Love.
Cfr. pure Lord Rayleigh, T'keory of Souud, § 302, Reaction of hir ecc., pp. 148155,

() Wave-motionswith Discontinuities at Wave-fronts. Proc. Lond. Math. Soc. (2)
ol pags 37 . :
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moto richiesto come composto di infiniti moti semplici dipendenti dal tempo
a mezzo di esponenziali.

Dimostro, nei due casi trattati, che questi moti semplici appartengono
a quella classe di vibrazioni, che ho detto smorzate, possibili in un corpo
elastico isotropo o delle quali ho trattato sistematicamente in una mia pre-
cedente Memoria (*).

Nella presente Nota mi limito a dimostrare 1 unicita della soluzione
dei problemi proposti e a definire le rispettive vibrazioni normali riservan-
domi di dare, in un prossimo lavoro, maggiore svolgimento all’argomento.

Lastra vibrante normalmente alla sua swuperficie
immersa in un fluido (*).

1. Cosi la lastra come il fluido non sono sollecitati da forze di massa.
L'asse » sia normale alle facce terminali della lastra, le condizioni iniziali
in essa sieno simmetriche al piano meridiano ¢ = 0, identiche in ogni piano
2= cost e le velocitd iniziali parallele a z. Il moto che si generera nella
lastra & tale che lo spostamento e la velocitd sono funzioni di z e 7. Lo
spostamento & inoltre sempre nullo per ¢ = 0. Nel fluido, supposto inizial-
mente in quiete, si ha la propagazione di un séguito di onde piane nor-

mali a 3.
Faccio le posizioni:
2c = spessore della lastra;
a , ¢ = velocita rispettive di propagazione delle onde longitudinali
nella lastra e nel fluido;
0,0, = densita rispettive della lastra e del fluido;
w , W = spostamenti rispettivi nella lastra e nel fluido.
Le equazioni indefinite del moto sono allora:

( 2w Aw
el 2
s R A
) VW BW L=
e e Lt

Poiché il moto & simmetrico rispetto al piano 2 =0 considero solo le
condizioni in superficie relative alla faccia ¢ = «. L'ipotesi della continuitd

(*) Sopra i moti vibratorii armonici semplici ¢ smorzati di un mezzo omogeneo,
elastico ed isotropo. R. Acc. di Scienze di Torino, serie II, t. LX, 1910.

(*) Questo problema & trattato pure in Poincaré, Legons sur la théorie de 'Elasti-
cité, pag. 160 e seguenti. Il metodo qui seguito e il modo di porre il problema sono

perd affatto diversi.
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delle tensioni e dello spostamento normale attraverso a questo piano da le

equazioni in superficie:
" DW/
b o R !
Fgu w9 % s=a t=0.

(2) /

w=—W \
Nel fluido (porzione s> 0) si ha la propagazione di un'onda piana nel
verso delle s crescenti, quindi si avra:

(3) \\'=/’(/—‘:7").

Al tempo ¢ il suo bordo & il piano:
=« —|—- (A1
Consideriamo un elemento di fluido di forma cilindrica di base do ada-
giata sul piano ora detto e di altezza edt presa nel verso delle z crescenti.
Nell' intervallo di tempo 7 ¢+ ¢ esso passa dalla quiete ad uno stato di

moto. La relazione meccanica:

aumento quantita di moto = impulso della forza

da subito 1'equazione :

W YW
0,do . cdt = — .00 —dodt.
Rl 2
Dalla quale:
) W W
( = cL__—_n per z3=a-ct.

Con la posizione (3) la (4) & sempre soddisfatta. La condizioue al bordo
dell'onda (che diremo di Love) qui si verifica dunque automaticamente.

Tenendo conto di (3), si vede che il mostro problema é ridotto: alla
ricerca di una funzgione w(z,t), regolare mell’intervallo

<z<i'x =0

¢ annullantesi per 2 =20, ¢ di una funzione [(§) soddisfacenti alle equa-
zioni:
w 2w

1 or doinaing d ,,L L
) a S l=z:2=c (=0

\ oa? VW g
1) > g A I (RN o

boe= )

Dobbiamo inoltre dare i valori iniziali (1=10) di w e di ow

(
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L'unicithd della soluzione si dimostra facilmente. Dalla I) con una inte-
grazione per parti si ricava 1'equazione (!):

(5) QEE(%)’I “”’ ]d,+olef/ (¢)tdt=0

la quale & 1'equazione delle forze vive per il problema che stiamo trattando.
Sieno wy(z,2) , f1(t) ; wa(3,?) , f2(¢) una coppia di soluzioni delle I) e II)
coesistenti con identiche condizioni iniziali di spostamento e velocita. Per
la linearita di queste equazioni consegue che:

w1, 1) — w5, 1) 5 [i(l) — [e(®)

¢ ancora soluzione. Inoltre si ha:

w1 (2,0) — we(5,0) =0

W, ) DWQ) =)
RU4 Rl4

(6)

Applicando la (5) a questa soluzione e tenendo conto delle (6) consegue :

IR

e [ Tfilt)— 0T di=0.

E poiché gli elementi di questi integrali sono positivi, si ha pure:
w, (2, t) — ws(z , t) = cost
fi() — fa(¢) = cost.
La costante della 1* equazione & nulla, percheé tale & il suo valore per t =0.

Supposta la continuitd dello spostamento anche per /=0, si deduce che &
nulla pure la costante del 3° membro, e quindi I identita delle due soluzioni

dette.
9. Passiamo alla ricerca delle vibrazioni normali. Pongo

con A e w costanti da determinarsi.

(*) Il simbolo
[

indica I'accrescimento della funzione in parentesi per i valori del tempo 0 e ¢.
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Indicando con Sen Cos Tang le ordinarie funzioni iperboliche vedesi che
per soddisfare a I) con la condizione che si annulli lo spostamento per =0

devesi porre:

)
w(s) = Sen — 5.
a

Quindi le II) (condizioni in superficie) divengono:

Aa
.”(1'1 COS — = — Qlc‘)»,ll
a
=, Aa
| Sen — = iU
a

Da cui eliminando u 1'equazione trascendente in 4, si ha:

i (A) Tang MESRa
a

0,C

che tiene luogo dell'equazione di frequenza nel caso delle vibrazioni libere.

Si ponga:

ys . A
—=u w 3
- =k 3
oa

—_—=m.

0:¢

Si dimostra allora facilmente che, se m > 1, si ha:

u:%log%_‘}__—i <0
v=:|2/¢—{—1)g (n intiero) .
Quindi
p S
l=i(u+z‘/~)=2"ulogf7f:_—i:52(2,14—1)%
= —8==1ip,.

La vibrazione nella lastra vale:

(@m —+ i) e7*(cos 0,, £ == 7 8en o, £) Sen (—s=iom) s )
a
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Sicché potremo prendere come vibrazione normale nella lastra:

: $2 ol Sa 07 (
(6) wa(2,?t)=¢ ) (a,. Cos — sen (7 — b, Sen - o La—) €08 0t —
a

(

82 ond $3
— ( @,, Sen — cos ~— - 4,, Cos — sen
( i a a 1 a

003 )
nt'
i )sene {

dipendente da due costanti arbitrarie a, . b,.
Le vibrazioni sono percid smorzate, e il coefficiente di smorzamento &
identico per tutte le vibrazioni.
I periodi
2m 4

S

coincidono con quelli delle vibrazioni libere (tensioni nulle in superficie).

I1 caso:
m <1
da invece, tenendo le stesse notazioni,
U= L log Leem
T 2% 1 +m
D= EE L SE W

Le vibrazioni normali sono ancora smorzate, e comune & per esse il
coefficiente di smorzamento.

I periodi, in questo caso, sono:
2a
na

T, =

e coincidono con quelli delle vibrazione libere. I1 moto, in questo caso, pud
essere anche aperiodico.
I1 problema non ha infine soluzioni per

== 1l

come discende pure direttamente dalle equazioni I) e II).

Dei tre casi qui considerati, il primo & l'unico realizzabile se il fluido
¢ gassoso. Per una lastra vibrante nel mercurio & ancora sempre verificato
il 1° escluso che essa sia di piombo o di caucciu. In questi due casi si ha

invero:

_ea 11337 X1320
M= e 13,6 X 1484

0,92 X 46
" =18,6 x 1484

~— — == — LT Wy s e e —————




