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Matenatica. — Sopra wn’equazione integro-differenziale del
tipo parabolico. Nota I del dott. Luicr Amoroso, presentata dal
Corrispondente G. LAURICELLA.

1. L'equazione che ci proponiamo di studiare in questa Nota & la se-
guente :

A ES D)
M) e, )+ [ 2D e o) gy,
0 v
Essa si presenta — come mostreremo in Note successive — nell integra-

zione delle equazioni differenziali del tipo parabolico; in particolare delle
equazioni e dei sistemi di equazioni differenziali, a euni soddisfano le com-
ponenti della velocita di un fluido viscoso che si muove di moto lento.

Supponiamo che H(&, ) sia una funzione reale e simmetrica delle due
variabili reali &,z, tale che I’integrale, in senso di Lebesgue,

le(ar,§) H(E . y) d

risulti, per 0 =2 =1, 0=y <1, una funzione continua di = e di y,

non identicamente nulla, ed inferiove ad una quantitd finita M: inoltre ogni
1

integrale fgp(§) H(&,z)dE risulti una funzione finita e continuata di x,
o

per 0 <2 < 1, sempre che (&) sia nel campo (0 1) una funzione integra-

bile, insieme al suo quadrato in senso di Lebesgue. Ancora H(&, z) costi-

tuisca nel quadrato di lato (01) un nucleo quas: definzto, nel senso spiegato

al n. 4 della nostra precedente Nota IL: Swil’estensione del teorema di

Riess-Fisher. Dette 4,,4..... 1 valori eccezionali del nucleo H(E, z);

®@,(x) , @o(2) , ... le funzioni eccezionali corrispondenti, in modo che si abbia

@)+ f (@) HE, 2) dE =0,

le costanti 4,,4;, .... sono tutte negative e si possono ordinare in una suc-
cessione procedente secondo l'ordine crescente dei loro valori assoluti: se,
come avviene in generale, esse sono in numero infinito, la successione 4,
Ay y e Ay, ... tende, al crescere di » al limite — oo.

Supponiamo infine che g(«,?) sia una funzione reale, derivabile rispetto

; DL (x . 7)
a !, finita e continua insieme alla thﬁ per =<1, =t, £, os

sendo una quantitd fissa.
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Cid posto, diremo che u(x ,¢) & un integrale regolare della (1) allor-
quando u(x,?) verifica alla (1); ed & inoltre una fnifa e continua per
O=x<=1, t, =1t senza ecceszione, derivabile rispetto a ¢, la derivata
M“T_Q essendo una funzione integrabile parzialmente rispetto ad « nel-
1 intervallo (0 1), in senso di Lebesgue, qualunque sia ¢ =7, .

Ci proponiamo di dimostrare:

1°) Che un integrale regolare della (1) & determinato in modo unico
per tutti i valori di ¢ superiori a £,, allorquando si conoscono i valori che
ess0 assume per [ = f,.

20) Che la condizione necessaria e sufficiente, perché esista un'inte-
grale regolare della (1), che per {=1¢, assuma i valori di una funzione
data A(z) (finita e continua per 0 =z <1) & che sia risolubile 1'equazione
integrale di prima specie

[M6@) (&, 2) ds = g(a, 1) — h(@),

<0

1’ integrale del primo membro essendo inteso nel senso di Lebesgue, 6(&)
essendo nell’ intervallo (01) una funzione integrabile in senso di Lebesgue.

3°) Che, se la condizione precedente & verificata, 1'integrale regolare
della (1) che assume per /=¢, i valori di A(z), pud esser rappresentato
mediante la serie

O ( An(t—to An(t—
2) m%n—;wmﬁme(”+£%“”mmw%

ove si e posto:

© Au=[ 1o, 0)—h) (0,0 s . Bi)= [ D (o) da.

La serie (2) converge assolutamente ed uniformemente rispetto alla z nel
campo (0 1), per qualunque valore di 7= 7,.

9. Teorema 1. — Un integrale regolare della (1) é delerminato in
modo wuico per tutti i valori di t superiori a t,, allorquando si cono-
seono ¢ valory che esso assume per t=t,.

Bvidentemente bastera dimostrare che un integrale regolare dell'equa-
zione 0mogenea

) w04 [ 242

che si annulla per = /,, & identicamente nullo per tutti i valori di ¢/ >¢,.
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Dalla (4) si deduce, moltiplicando ambo i membri per . t)

Rl :
ed integrando da 0 a 1 rispetto ad «
12 f‘ ”‘f‘)u(é’.l))u(x Z)
== c, 1))? da —————— & =
2N( ! (=, 1)) uc)—l-Jo s~ S H(E, @) dE do =0,

ed integrando rispetto a ¢ da ¢, ad una quantitd = > #,, ricordando che
che, per ipotesi & u(x , ) =0, si deduce

1N 5 7 L u(E, 8) duz, ¢
AR dot [ an [ [ 2D W@ D e ) g gy,

Siccome H(&, ) & per ipotesi un nucleo quasi definito cosi nessuno dei due

termini, che sono al primo membro pud esser negativo: debbono allora essere
ambedue nulli, si ha cosi:

[, ) do=0,

da cui segue, data la continuitd della funzione u(z , )
ulx,7)=0 V==l 7=

3. Teorema II. — Se u(x,?) ¢ lintegrale regolare della (1) che
per t==t, assume ¢ valori di una funzione finita e continua h(x),u(x,?)
¢ rappresentabile mediante la serie (2)

= n\l—Clo 7 —7)
@ o) =gla.0—3 @fo) {ane™ T 4 [T B () ax],

n=l1 Jto

nella quale Ay , A, ... Ay, ... rappresentano la serie dei valori eccezionali:
Dy (z) , Qo(@) y oo Pu(@) ... la serie delle funzioni eccezionali del nucleo
H(¢,@); le A, e le B, sono date dalle (3)

& 1 »
B An= [ (9@ 1) — h(2)) Pula) dx , Bu(t) = [ “—"% D @, () des.
s <

La serie (2) converge assolutamente ed uniformemente rispetto alle varia-
bili © e t, qualunque sia & nel campo (01), e per qualunque valore di
tzto.

Sia infatti ®(x , ) 1'integrale regolare della (1) che per =1/, assume
i valori di A(x): poniamo

(5) o(@, ) =g, —ux,?),

v(x, ) sard anche essa una funzione finita e continua per tutti i valori
S L
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di z compresi tra 0 e 1 e per tutti i valori di >/ derivabile inoltre
Ww(z, 1)

rispetto a ¢, colla derivata integrabile parzialmente rispetto ad

nel campo (0 1), per qualunque valore di ¢ = {¢,. Sostituendo nella (1), ri-
caviamo che v(x . #) pud esser posta nella forma

(6) v(x,l)=hfo: - =

H(§, z) d& ,

e da questa relazione, in forza di un teorema classico di Hilbert-Schmidt (*),
si deduce che v(x 1) pud essere sviluppala in una serie convergente, as-
solutamente ed wniformemente, procedente per le funzioni eccezionali del
nucleo H(&, 2). Si pud porre quindi:

(7) o Oy= 2 O Bl ¢

la serie del secondo membro convergendo assolutamente ed uniformemente
per tutti i valori di  compresi tra 0 ed 1 e per tutti i valori di 7 = ¢,.
Dalla (7) si deduce:

(8) Qu(?) = (lv(aj ) @) doe .

0

(*) B il teorema seguente: ogni funzione finita e continua ¢(z), rappresentabile
mediante un inteqrale definito della forma

1
g(z) = ( 0(&) H(E , z) dE
Zo

2 sviluppabile in una serie precedente per le funzioni eccezionali ®.(z), By(2), ... del
nucleo simmetrico H(Z , z), convergente assolutamente ed wniformemente in tutto ['in-
tervallo (01): e si ha

) 1 . ) @» <f,,’./' il
Az = Ba() ( 9(6) Bull) dE = > —5 ) f 0(£) ul%) dE =
n=1 70 n=1 n 0

1 (it
e ( H(E, ) By(E)dE | 6(8) By(E) dE

/o /o

2

as e e88endo 1 valory eccezionali del nucleo H(E, z) corrvispondenti alle funzioni

eccesionali B,(z), B4(2), ... Cfr. Schmidt (EBntwickelung willkirlicher Functionen nach
Systemen vorgeschriebener. Mat. Ann. 1907, § 9); il teorema si riferisce non solo al
caso in cui H(é,z), 6(§) sieno funzioni finite e continue senza eccezione: ma facil-
mente si estende anche al caso in cui sia una 6(£) funzione integrabile insieme al suo
quadrato nell’intervallo 01, ed H(&, #) verifichi alle ipotesi indicate al n. 1 della pre-
sente Nota (loc. cit., § 11, Schlussbemerkung).
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D'altra perte, se nella (6) moltiplichiamo ambo i membri per @,(x)dxz
ed integriamo da 0 a 1, raccogliamo, tenuto conto della posizione prece-

dente (7)
o= | 125 e M@%M&M%m@mz
== [0 J{tt) wi z)S 0,(5) dE —
= 5, Qi 1“£ 2D g ¢ ax.
ﬂ=Lm

Q. (?) essendo la derivata di Q,.(%).
Ricordando la posizione (3)

By(t)= | 250 g,1) ag,

la relazione precedente si pud scrivere
(9) Q;:(Z) = 'Z'n Qn(t) == B;,(Z),
e questa, integrata, fornisce:

o A=
Q,,(Z):C,,e (t—to (t (t T)

7) dr,

essendo C, una costante. Poniamo nella equazione precedente ¢— ¢,, rac-
cogliamo, tenuto conto della (8)

1
Cn = Qn(/o) == ( 'U(Ll' ’ l‘o) (D“(‘T) dﬁl,‘,

<0
e quindi, secondo le posizioni (3), (5) ricordando che u(x,?) assume per
t =ty 1 valori di A(z)

203
Ca—\e— f Vo(x, t,) — h(z) { @u(2) da .
~0

L'espressione Q,(¢) diventa quindi

An(t—t0o) “t An(t—t
(10) gy i ol gy [

o

B,(7) dz,

sostituendo nella (7) otteniamo:

An(t—to) [‘fel,.(t—r)

qmn=iamwme +], mmm%
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la serie del secondo membro convergendo assolutamente ed uniformenente
__ come abbiamo gid visto — per tutti i valori di # compresi fra 0 ed
1 e per tutti i valori di £2>>7,- Sostituendo successivamente nella (5), ri-
caviamo finalmente

o An(t—to) t An(t—7)
(2) w(z )= g(@,t) — _V_ @,(x) :A,.e = (t e B.(7) dv ; )
n=1 ~lbo
Risulta cosi provato che, se esiste un integrale regolare della (1) che
prende per t=tlo ¢ valori di h(x). esso ¢ rappresentabile mediante la
serie precedente (2). Resta da ricercare sotto quali condiziont tale integrale
offettivamente esiste: & cid che ci proponiamo di sviluppare nella Nota IIL.

Chimica. — Sulla costituzione di aleuni acidi trimetossi-

ftalici (*). Nota di G. BARGELLINI @ OLiMpiA MoLINA, presentata
dal Socio PATERNO (%).

Ossidando con KMnO, letere metilico della Columbamina (o etere
dimetilico della Jateorizina), Feist (®) ottenne coridaldina ed un acido non
azotato, insolubile nell'acqua e fusibile a 202° il quale era probabilmente
da considerarsi come un acido trimetossi-ftalico. Poiche i dati analitici ot-
tenuti non erano sufficienti per arvivare ad upa conclusione sicura sulla sua
costituzione, Feist, avendo notato che i residui di questo acido, dopo la de-
terminazione dei metossili coll'acido iodidrico, davano alcune reazioni simili
a quelle del pirogallolo, suppose dapprima che fosse un acido 3-4-5-trime-
tossi-ftalico della formula IIT e cercd di prepararlo sinteticamente.

Un acido pirogallol-dicarbonico era stato ottenuto da Senhofer e
Brunner (%) riscaldando a 130° in autoclavi il pirogallolo o I'acido gallico
in soluzione acquosa con carbonato ammonico e piu tardi da Brunner (%)
con rendita migliore riscaldando per 10 ore a 180° in corrente di CO, l'acido
gallico con bicarbonato di potassio in presenza di glicerina.

Feist lo riprepard con questultimo processo ed eterificd poi i suoi os-
sidrili fenici con diazometano. Ottenne cosi un acido trimetossi-ftalico al
quale (considerando che l'acido triossi-ftalico corrispondente II era stato

(*) Lavoro eseguito nell’Istituto Chimico della R. Universita di Roma.
(®) Pervenuta all’Accademia il 28 gingno 1912.

(®) Feist, Arch. der Pharm., 245, 586 (1907); C. B. 1908 (1) 527.

(*) Senhofer e Brunner, M., 1, 468 (1880).

(*) Brunner, A., 351, 324 (1907); C. B. 1907 (1) 1405.




