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Matematica. — Sull’equazione alle potenze. Nota del dottore
L. ORLANDO, presentata dal Corrisp. A. D1 Lrace (V).

Un notevole studio del prof. M. Bottasso (*) mi ha richiamato in mente
alcune idee, che, pur avendo le apparenze di ordinarie esercitazioni d'algebra,
contengono tuttavia il germe di nuovi e felici svolgimenti.

Sia

(1) fl@) =aca" 4+ a2 4 - apa @+ an =0

un'equazione algebrica, ed i numeri @, , @, ..., &, siano le radici di questa
equazione. Consideriamo ancora il seguente polinomio

(2) 9’(?/) =b0 ym_*—blym—l+"'+bm—1y+bms
e chiamiamo ¢, , %2, ... ym le radici dell’equazione in y
(3) o(y) =x.

Queste radici saranno funzioni algebriche della variabile @, considerata in-
dipendente da .

Formiamo ora la seguente funzione di z:
(4) F(z) = [(y2) /(2) - [ (Ym)-

Essa & evidentemente una funzione razionale intera simmetrica delle radieci

Y1 Yz 5 -5 Ym dell'equazione (3); dunque & una funzione razionale intera
in z. B facile determinarne le radieci.

Affinche F(z) si annulli, é necessario e sufficiente che si annulli qual-
cuno dei termini f(y.), f(#2) .+, [(¥m) del prodotto che figura nella for-

mula (4). Si richiede quindi ed & sufficiente che sia

(5) Yp = D,

dove p e » rappresentano genericamente, senza obbligo di diversitd, due
numeri delle rispettive serie 1,2,3,...,m ; 1,2,...,7n.

Dalla (5) si deduce ¢(y.) = ¢(xy); e allora, per intervento della (3),
possiamo scrivere

(6) z = g(xy).

B dunque necessario e sufficiente che « verifichi la (6) affinche F(z) si

(*) Pervenuta all’Accademia il 28 giugno 1912.

(®) Sull’equazione alle potenze di un'equazione secolare ece. Atti del R. Istituto
Veneto, t. LXXI, parte 2* (1912).




s or e,

annulli; cio vale come dire che le radici di F(x) somo g(z,), ¢(xs), ..

@(2,). Il prodotto af yi 4% ... y%, che vale (%) (b — )", dard evidente-
0

mente il termine di grado piu alto in 2 che possa figurare in F(z); dunque

il polinomio F(z) risulta di grado » in z. Non occupandoci in modo spe-

ciale del caso di radici multiple dell’equazione f(xz)=0 (e ce ne da diritto

una considerazione molto frequente e molto semplice) noi veniamo senz’altro

a stabilire che 1’equazione

(7) F(z) =

rappresenta una ‘irasformate di Tschirnhousen dell’equazione (1); le sue
radici &, ,&,, ..., &, sono legate colle z,, 2, ..., z, dalla relazione generica
(8) Ed—tp(ay)t

Nel caso particolare ¢(y) = »™, noi otteniamo la cosiddetta equazione
alle potenze relativa all’equazione data.
Per riferirci al lavoro del prof, Bottasso, consideriamo 1'equazione

& 2 . . . A
. | a2 Uy — . . B s
) fo) = e =
On One = s 2 Unn — &

senza menomamente ammettere la simmetria, cioe il generico vincolo ays= a., .
Seriviamo a norma della formula (4), il relativo polinomio F(z). Chiamando
o un valore di 'y x ., noi possiamo rappresentare F(x) con f(o) /(o) /(02 ...
/(e<™"), purché & rappresenti una radice primitiva 7™* dell'unitd. Le fun-
zioni simmetriche (razionali intere) di o, s, ..., 0¢™ ' conducono ai coeffi-
cienti dell’equazione y™ — 2 =0, cioé a zero o ad x, il che facilita molto
I’esecuzicne del prodotto in questione; ma alcune considerazioni teoriche
sulla composizione delle matrici ci lasciano pervenire ad una rapida e sem-
plice formazione del polinomio F(z).
Consideriamo la sostituzione lineare

W= l'; = Q1 T, + Q2 T2 + + Qyn Tn
;'l"; = @9 & + Az Lo —l_ + Qan Tn

‘F:a = QAp) X + Apo X2 + + Apn Ln

ponendoci nell' ipotesi che il determinante differisca da zero. La T trasforma
le coordinate (non omogenee) di un punto Bl i s n)nelleNcoordi=
nate (non omogenee) di un punto P'= (a{,a3,..,2;). Se vogliamo che P
e P’ siano allineati coll'orvigine, bisognerd che sia @ = Az, xs=Axs, ...,
an = Ax,, dove A dev'essere una radice dell'equazione (9); ed, in quella
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T SVl
duiresione invariante, le lunghezze OP subiranno 1'allungamento Innitario an
Evidentemente 1'applicazione della T™ conduce alle medesime filruzioni in-
varianti, e l'allungamento sara A™. Cid prova che esegtwu@ (1‘n modo op-
portuno) il prodotto di 7 determinanti = == @y @ -+ @y, S1 offiene un de-
terminante === Ao Ksg - Fnv s tale che l’equazione

,I{,‘]l — J¢ /Clg e e /L'l,.

ko /A e 1o
Qo R 8 5 =0

/{m /{n? . < » /‘.N“ ==

ha come radici le potenze 7™ delle radici dell’equazione (9).
Per esempio. dal determinante

. — —1
an A
si giunge (volendo l'equazione alle terze potenze) al determinante
—b6—u — 7
g = 14 15—z

Il determinante (11) ha le radici 1;2 ; il determinante (12) ha per radici
le terze potenze 1 ;8.

Nel caso del determinante nullo, la regola non varia; il che si vede
subito, se si considerano i due determinanti (9) e (10) come funzioni ra-
zionali intere delle #? variabili a..

Parrebbe, dal nostro ragionamento, che la potenza m™ del determinante
2 == — ya Uag ... dyy dovesse eseguirsi in un modo speciale; ma 1'osserva-
zione ben elementare che T e la trasposta hamno le stesse direzioni inva-
rianti ci svincola da questa pretesa precauzione.

Riferendoci al prodotto degli 7 determinanti f(0), f(0¢) , ..., [(ee™Y),
noi vediamo che le radici g, g, ..., ga™-! dell'equazione y™ = x lasciano
traccia soltanto nella combinazione #, che, a meno del segno, ne rappre-
senta il prodotto. Cio risulta chiaro dalla teoria delle funzioni simmetriche ;
ma non era evidente a priori che dai singoli termini del determinante pro-
dotto si potessero fare sparire le eventuali combinazioni

non simmetriche.
Insistiamo su questo concetto, perche, per esempio

, & proposito del deter-

minante
o G Gy AR
==l 0 T S S
e e e O 1
0 (R

le cose avvengono in modo alquanto diverso.




