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di cui due sulla generatrice ulteriore comune al cono cubico ed al piano
che lo tocca nel punto base doppio.

3. I gistemi lineari cosi ottenuti sul cono cubico rientrano tutti nel
gistema oo ¢ delle C° con un punto base doppio. A; sistema che, com’? noto,
si pud segare mediante le quadriche tangenti al cono in A.

Ne segue che le F°, di cui ho dato la descrizione, hanno in comune
la proprietd di esser proiezioni della F® di S; rappresentata sul cono cubico
ellittico dal sistema lineare anzidetto.

Meccanica. — Sulla deformazione idrostatica degli scaf.
Nota di U. Crsortr, presentata dal Corrisp. 0. TepoNE (}).

Le forze agenti sullo scafo di una nave liberamente galleggiante (oppure
di un sottomarino totalmente immerso) in equilibrio in mare tranquillo, si
riducono, com’e noto, al peso dello scafo (e dei corpi eventualmente su esso
caricati) e alle pressioni idrostatiche superficiali.

Queste forze costituiscono un sistema staticamente nullo: ad esse ri-
mane perd subordinata una deformazione dello scafo.

Della entita di questa deformazione sono bene edotti gli architetti na-
vali. Ed in vero, nell'assegnare le dimensioni e la struttura geometrica e
materiale dello scafo di una nave, si ricorre ordinariamente ai criteri della
meccanica applicata per avere indicazioni, per quanto é possibile piu vicine
alla realtd, circa il massimo cimento cul pud venire sottoposto lo scafo,
senza che questo abbia a perdere le qualitd elastiche. e trovarsi, di conse-
guenza, in pericolo di rottura (*). !

Non & pertanto da trascurarsi ogni contributo, per quanto modesto, atto
a precisare vieppiul lo stato di deformazione idrostatica di un solide immerso
in un liquido: sia parzialmente (nave) oppure anche totalmente (sottomarino).

Per questa considerazione nutro fiducia che possano presentare qualche
interesse le formule assai semplici che formano oggetto della presente Nota.

Le formule in questione permettono di valutare il valor medio della
contrazione cubica. Mi riferisco al caso di un solido omogeneo, anche mol-
teplicemente connesso. Intendo, con cid, che il solido pud presentare nel suo
interno quante vogliansi cavita.

Sieno: S il volume del galleggiante (intendo dire lo spazio effettiva-
mente riempito dal materiale); 4 1'abbassamento del suo centro di gravitd

(*) Pervenuta all'Accademia il 22 giugno 1912.

(*) Cfr. ad es. — mi limito ad accennare auntori italiani — Secribanti, Lezioni sut
calcoli relativi alla robustessa longitudinale degli scafi. Genova, tip. R. Ist. Sordomuti,
1908, pp. 14 e seg.; Russo, Manuale di architettura navele. Torino-Roma, Roux e

Viarengo, 1905, pp. 82 e seg.
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dalla sezione di affioramento; S il volume d'acqua spostata; p, la pressione
atmosferica alla superficie libera; g I'accelerazione di gravitd. gl

Assunta eguale ad 1 la densitd del liquido, il valor medio C della
contrazione cubica del galleggiante & definito dalla formula assai semplice

r—

(I C=Q[Po+9h%J‘

g designando una costante che dipende solo dalle qualita elastiche del gal-
leggiante, e che nel caso di materiale 1s0tropo & il noto coefficiente di com-
pressibilita cubica. .

Se il solido ha delle cavita interne, nelle quali regni una pressione
costante pari all’atmosfera p,, la formula (I) continua a valere.

Se il solido & completamente immerso, S coincide con 2, designando
con tale lettera lo spazio limitato dalla superficie esterna del solido.

2 coincide manifestamente con S quando il solido & privo di cavita.
In caso opposto, chiamando S 159:, ... 8, le cavitd interne, si ha ovviamente

SR R U

e la (I) da, per gi scafi completamente immersi, la formula notevole

@ ‘3=Ji:m+g/z(1+31+S“§'“+Sn\)]'

La formula fondamentale (I), come vedremo, ¢ una immediata conse-
guenza del classico Zeorema dy reciprocila. di Betts.

L. Richiomo della formule d Betti. — Siano z,y,s le coordinate
di un generico punto di un corpo elastico omogeneo, le cui 21 costanti ela-
stiche indicheremo, seguendo il Cesaro, colle lettere

A,B,C;F.G,H,; A BN F',&,H :
FI,GHHI 5 Fz-G2~H~3 ) F:x‘Gsts-

Sia o la densita del solido; S 1o spazio da e
ficie (o il complesso delle superficie) che limita
unitaria di massa; @ gli sforzi specifici distribui

Introduciamo il vettore s, le cui componenti
relazioni

80 occupato e o la super-
S. Designino: F la forza
ti sopra o.

Sy 8y, §; 80no definite dalle

So = ax - ny - mz ,

(1) Sy = nx ~+ by + Iz,
Sz =mx - ly 4 ¢z,
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essendo ¢, b,c, 0, m,n costanti determinate dal seguente sistema di equa-
zioni lineari:
' Aa+Cb +Be=—1,

Ca—+Bb +Ae=—1,

Ba+A'b +Cc =—1,

Fi +Hm+ G'n=—4 (aF, + bF, + cF,),

H'l 4 Gm + F'n=— 4 (a@, + 56, + ¢G,),

G'l + Fm 4 Hn = — £ (¢H, - bH, cH;).

© essendo il coefficiente di dilatazione cubica, si ha, dopo cid, la for-
mula (*)

3) —£@d8=>£gF><sds+£q;><sda.

Questa formula, dovuta a Betti, fa conoscere la contrazione totale del solido
elastico, quando siano note le forze esterne.

2. Deformazione idrostatica. — Immaginiamo, per maggior generalita,
che lo spazio S, occupato dal solido elastico, sia molteplicemente connesso.
In modo preciso entro lo spazio = limitato dalla superficie esterna o di S,
vi siano » cavitd S,,S;, ... S,, limitate alla lor volta da altrettante super-
ficie chiuse @, , 05, ...{0,,, di guisa che si ha

2=S+Sl+sz+"'+sn.

Immaginiamo ancora il solido galleggiante sopra un liquido omogeneo di
densitd unitaria, e il tutto in equilibrio.

Designi z la quota di un generico punto, contata positivamente verso
il basso a partire dal baricentro P, di S.

Detta p la pressione in un generico punto del liquido, p, la pressione

atmosferica, — % la quota della sezione di affioramento, abbiamo, come &
ben noto,
(4) P=po+ 944,

¢ essendo l'accelerazione della gravita.

Diciamo o' la porzione di ¢ immersa nell’acqua, e ¢” quella a contatto
coll'aria atmosferica. Tanto ¢’ quanto ¢” sono soggette, in ogni lor punto,
a pressioni normali: quest'ultima con un'intensitd uniforme p,, l'altra con
una intensitd la cui legge di variazione e definita da (4).

(*) Cfr. ad es. Cesaro, /ntrodusione alla teoria matematica della elasticila. Torino,
Bocea, 1894, pag. 46.




— 40 —
Ammettiamo che, nelle eventuali cavitd S, , S, ... S,, regni una pres-
sione costante 2, . . o N i
Notiamo infine che le forze di massa agenti sul solido \\.l .?(]“(.‘(,“0 ai
pesi dei singoli suoi elementi: pertanto la forza di massa unitaria ¢ g.
Cid posto, se si indica con m il vettore unitario normu‘.lc, Il un gene-
rico punto, alle superficie che limitano S, diretto verso 1'interno di S, si
)
ottiene, applicando la (3) al caso nostro,

Q) = I‘@ds=@ "\ngdS—l— ‘G‘yplle(((r’-*-

n

) nXsde" +p, > . | nXsdo.
Po o Vs a1 i

Si noti ora che, per le (1),
g X 8= gs. =g(mre~+ lry+ or),

avendo indicato con r il vettore P — P,, e corrispondentemente con B — 08
ry=1y , ;=2 le sue componenti rispetto ad una terna di assi coll'origine
in P, e avente per terzo asse la verticale discendente.

Si tenga inoltre presente la identitd

(7) J rdS=o.
Risulta allora, identicamente,

(8) JngdS=g ((nz,~,-|-z,-y+ ery)dS=0.

s s

D'altro canto, per la (4), si ha

L/pu X 8do’ = p, ( 'lle/Zq’+g I (24 h)n X 8 do';

ovvero, poiche sulla sezione di

affioramento & z — —
chiamando = questa sezione,

h, potremo scrivere,

9) /Elﬁn X 8do’ = p, I ‘(n X8 da" 4 ¢ (

(2~ %2)n Xsde.

al4

Cid posto, per le (8) e (9), la (6) diviene

— L‘@ as = p, ‘

n x< Sdo g j
O+0 +0 g+t etay A

(2~ h)n X s do.

Si noti che 0,01,05,..0, costituiscono il contorno

completo di S, e che
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o' o = limitano il volume S' del liquido spostato. Avremo dunque, appli- ‘.
cando il teorema della divergenza a ciascuno dei due integrali del secondo
membro, e tenendo presenti (1) e (7),

nXsdo=— |divsdS=—(ea+b-+4¢)S,

G+G1+0g+*"+0n

j‘ (¢--h)nXsde=— 'Wdiv[(:—|—/L)S](ZS'=—(a+b-}—c)hS'.

Sostituendo, si otterra

—jbd&:—w+b+mu%&+msy

/8

Dividendo ambo i membri per S e ponendo

(10) c=—g[0d8 , —g=atot+e,
con che C designa il valor medio della contrazione cubica, si ba in defi-
nitiva
. S
(11) C=gq po—{-—gh§ 5

che & la formula che si voleva dimostrare.

Matematica. — Sopra wun’ estensione del teorema di Riesz-
Fisher. Nota II del dott. Luiar Amoroso, presentata dal Corrispon-
dente G. LAURICELLA.

4. Dal teorema dimostrato nella nostra Nota precedente, vogliamo
trarre alcune conseguenze di cui vedremo 1'importanza per l'applicazione
alla visoluzione di un nuovo tipo di equazioni integrali.

Sia data una funzione H(¥.z), reale e simmetrica delle due variabili

1
reali &, a; tale che 1 integrale, in senso di Lebesgue [ (H(&, ))® risulti
0

una funzione di @, fnita e continua inferiore ad un numero finito M,
in tutlo il campo 0 =< x =< 1. Supponiamo inoltre che H(&, ) costituisca l
un nucleo quasi definito: con cid intendiamo che 1'integrale doppio

[ p(® ple) HE , @) d& da

non risulti negativo, qualunque sia la funzione p(£), purche sommabile, in-
sieme col suo quadrato, in senso di Lebesgue nell'intervallo (01).

Renvtcontr. 1912, Vol. XXI, 2° Sem. 6
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Se allora diciamo 4, .4, ,.. 1 valori occezionali del nucleo H(& , x);
@,(z) , @s(x) , ... le funzioni eccezionali corrispondenti in modo che si abbia

Rl
@) 4 A [ ,(5) HE . 2) dg =0,

le costanti 4, ,4s,.. somo tubte negative (*): esse si DOSSONo ordinare in
una serie procedente secondo l'ordine crescente dei loro valori assoluti: e
cid supposto, se, come avviene in generale, esse sono in numero infinito,
la successione Ay, Ag, ..y Ay, ... tende, al crescere di 7z, al limite -— oo.

Supponiamo ancora che sia data una funzione (%) integrabile insieme
al suo quadrato in senso di Lebesgue nell intervallo (01) ed una funzione
y(§,¢) finita e continua senza eccesione, rispetto alla coppia di variabili «,¢
per O=z=1,,(=1.

Supponiamo scelto il numero M cosi grande che si abbia

("rEE, 0 <M . (Mo@ra<n , [ oEopa<y

== ="

Cid stabilito, poniamo:

12 A= [ (lo® @um HE. D, . B = | wE,0) @) dE

S40)

RN ()

T B, (v) dz

it

(13) Qu(t) = A,.eln(t

T =il e s
Le funzioni Q,(f) sono funzioni di /, finite e continue per / = {,, deri-

vabili rispetto a ¢, colle derivate Q.(¢) finite e continue per > /.
Oggetto di questa Nota II & di mostrare che esiste una funzione v(z 1),

finita e comtinua, senza eccezione, rispetto alla coppia di variabili z, ¢,

. . . y 2V
e == 0l i = 1% derivabile rispetto a ¢ (la derivata —— essendo
)

una funzione integrabile parzialmente rispetto ad 2, in senso di Lebhesgue,

(*) Infatti si ha

1 1 e~
r ( Bo(E) Bo() HE , z) d dz = — Ay l(rp,(s)p JE = — Aoy,
JO 3 :

0 “n

da cui, poiche il nucleo H(&,2) & quasi definito segue: 2
essere, perche si ayrebbe allora ®4(z) =0, onde & 45 <7 0.

=0, Ma 4, 0 non pud

v
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nell’ intervallo (0 1), qualunque sia ¢ =¢,), che verifica le equazioni:
] 1 )

[ Oula) vl 0 dr=Quit) ;| (o, 03ds =3 @0
/0 n=l1

‘nld)m(’l‘) DU([L’ s Z)

= Q. (¢
o )

=1l 2

0
la serie > (Q.(?))® essendo convergente uniformemente per ¢ = /.

n=1

5. Lemma II. Za serie

(14)

(s

@,(z) Qu(?)

=\

1

converge assolutamente ed uniformemente rispetto alla coppia di variabili
xat per =z =1, =10

Si ha infatti dalla (12), ricordando che @,(z),®@s(z), ... sono le fun-
zioni eccezionali al nucleo H(Z . x)

b 1 1
W5y A — [J 0(2) @) B(E ,7) dE dij = — - | 6(¥) @(¥) d.
o) 0 n/ Q
D'altra parte applicando il teorema del valor medio, detto 7* un valore in-

termedio fra ¢, e ¢, si ha:

: An(t—to)
Tt An(t— =

( &y I)BN(T) dt = - i Bn(/*) =

(16) Jty 2'n

e el,l(fAm A

——— e MR ES,
n 0

Dalla (13), tenendo presente le (15), (16) si ha quindi:

An(t—to Tt An(t—
@, (x) Qu(t) = @) :A,l (,’ ( )+ ‘[ e (t—2) B,(7) LZti:
e;-nu‘_fo)(p (‘[) ~
e [0 0(8) @,(E) dE +
An(t—1to)

= S
i —ézf_“ Pn() ,‘o y(@, t*) @) da =

An(t—1o) (! ) !
. \[0 @,(n) H(y , ) d'7.,‘0 0(8) @n(§) a& -
1» — Lo b &

@7 =) [0 Hey @) dy | "o @u(e) at,




S e

da cui segue, tenuto conto che le 4, somo negative e si considerano solo
valori di = ¢,

@00 Q1< | [ @) 1 21 [0 @168) |+

| ot By |t ) @) 2]

Ma allora, secondo una formula ben nota di E. Schmidt (*), si ha

! i f S0 () EL ) f 0(8) () d&‘\s

= ]/ ‘o' (H(n , 2)]* dr,»[’(o(;))? dE=M

Do | =
M8

I

| [ Bl o) i e @0 22| =

i ]/ Kl[H(’? IRl EIME ) PdE=M

Cid porta, come conseguenza:

0
D |@a(x) Qu(?)| < 4M
n=1
o' >e
(*) Cfr. B. Schmidt, Batwicklung willkirlicher Funkiionen nach Systemen vor-
geschriebener. Math. Ann., Bd. LXIII.
Sia Q(z,#) una funzione reale delle variabili reali z,z per 0« =2 = b,a=z=1,
integrabile parzialmente rispetto ad  nell’ intervallo ab, insieme al suo quadrato Q*(
f(z) una funzione integrabile insieme al suo quadrato nello stesso intervallo. Siano inoltre

Ws(2) , Ya(@) , ... una successione infinita di funzioni normali ortogonali nello stesso inter:
vallo. Si ha allora (loc. cit., § 2) la formula seguente:

S| e [t wta) o
/2]/ ) de ]/_ J ‘p“('”'hly

==

ma si ha pure (ibid., § 1):

Z( Lbf @ v @) ”-‘/)USAJ‘;'?/(:/:)P i}

formule valide per ogni intero e positivo 7
mediatamente le formule del testo.

. Da queste due disuguaglianze, seguono im-
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e da questa disuglianza discende senz'altro la convergenza assoluta ed uni-
forme della serie (14).

6. Lemma III. Ze serie Z @A) - S— (Qr(%)?* convergono wunifor-
n=1

n=l1
memente per twili © valor: di t = {,.
Si ha infatti, sostituendo nell'espressione (18) i valori di A, .Ba(()
tratti dalle (15), (16)

= Tl ]
0 (e A f[e e —

In(t—to) ] 1 Aa(t—to)
=t (oo a5 [ wE. M@,

Ay 7 Yo

1

da cui segue, tenuto conto che le 4, sono quantitd negative e si considerano
valori di 7 = ¢,

A Qu(®)| s\ E’H(E) @,(&) dE

+ \ f:y(f , %) @ (E) d\ .

e quindi

2(Qu(0)? = 2 ( (

/9

1 2 fail
o) @,8) dg) +2 (| 7(E. o) @u®) ),
(\}

da cui, per la disuguaglianza di Schwartz, tenuto conto che le @,(x) sono
normali e ortogonali

| s

P 1
2(Qa(0): =2 { (6(%))2 d& + 2 ( (y(E ., 1%))2 dE = 4M

1
1 <0

I

o da questa disuguaglianza, tenendo conto che le A, crescono indefinitamente
in valore assoluto, discende a forfzor: la convergenza della serie

®©

D (Qu(0E:

n=0

Passiamo alla sevie delle derivate: otteniamo, dalla (13)

QU() = Ae Qu(D) + | 75, 1) @u(®) dE,

@ conseguentemente :
(et 2
HQU0) = Q0+ (]| 76,0 @ue) 2z
0

da oui, tenuto conto della disuguaglianza precedente, si raccoglie

Do | —

0 1
N (Qu0) =AM+ | (7§, ) dE = 5M,
<o

=1
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ovVvero

/|8

> (Qu(?))* = 10M

i

=1,

e

disuguaglianza, che prova che la serie (Qn(?))* converge uniformemente

1

=
|I

per z =-

o
7. Corollario. Siccome la serie » (Qn(¢))* converge uniformemente per

n=1
t = t,, ne segue, secondo il teorema dimostrato nella nostra Nota I (),
che ¢ possibile determinare dei nwmer: interi, posttivi e crescenti, i,
W, (s, ... tali che posto:

(17) Sm( , 1) = @\() Qu(£) 4 @2(2) Qa(?) + - + Qm(x) Qm(?)
la serie:

(18) B, (2, £) 1= (@0 D) — S, D)

sia convergente uniformemente in generale rispetio ad x per 0 =z <1,
ed uniformemente rispetto a t per t = {, (nel senso spiegato al n. 1 della
Nota I).

8. I numeri w,, ws, ... essendo quelli stessi indicati or ora, formiamo
le espressioni

(19)  Ru(z,?) = @y(2) Qu(?) 4 Po(2) Qo(t) + - + Pu() Qm(?) -

__ Ru(z,?)
T & 4%
uniforme della serie (14) discende che anche la serie:

Sara evidentemente S, (z , £) . Dalla convergenza assoluta ed

(20) Ry (2, 0) + (R, (7, ) Ry, (2, 1)) + -~

converge assolutamente ed uniformemente per 0 =z <1 ,¢ < ¢. Il corol-
lario precedente ci mostra di piu che la serie e derivabile parzialmente
rispetto a ¢, termine a termine, e la serie delle derivate converge unifor-
memente rispetto a ¢ per /= {,, uniformemente in generale rispetto ad z,
per 0 =z<1.

Ed allora, detta »(z,?) la somma della serie (20), »(x , f) & una fun-
zione finita e contiuua delle variabili #,¢ per 0 =2 =<1, {, = ¢, deriva-
w(zx ,2)

bile rispetto a ¢ (la derivata essendo una funzione integrabile par-

zialmente rispetto ad 2 in senso di Lebesgue, qualunque sia ¢ = {¢,). Dalle

(e, 1) = Ru(z , t) + (Rus(@ , £) — Ryi( , £)) + -

(*) Cfr. questi Rendiconti, vol. XXI, 1° sem. 1912 a pag. 747.
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valida senza eccezione per 0 = <1, ¢ <¢:

W(z,0) o ,
S =82, ) + (8@, ) — Sz, 9) 4 -

valida per 0 =z <1 , ¢ < ¢, esclusi, per ogni ¢ =¢,, i valori di z cor-
rispondenti ai punti di un insieme di misura nulla, discende senza altro:

W(z , ¢)

=)

(I(D,,,(x) (el )lde—=10Q (@)% «{I(Dm(x)

m=1,2,..
e quindi, successivamente

(Lot 07 do= 3 (Qu0))*.

0 n=1

Risulta cosi dimostrato il seguente:
Teorema II. — Date le funzioni @\(x), @s(z), ... normali ed or-
togonale nell'intervallo (01), e le funzioni Qi(¥), Qs(?), ... definite dalle
formule (13) secondo quanto ¢ stato indicato al n. 4, la serie

S () Qu0)

n=1

converge assolutamente ed wuniformemente per 0 =x <1 ,¢,<+¢ perso
una funzione v(x ,t) finita e continua, senza eccezione per 0=z<=1,
lo = t, derivabile rispetto a t (la derivata essendo una funzione integra-
bile in senso di Lebesgue nel campo 01, per t = t,), per la quale si ha:

f‘l[v(;l' W dn = i (Qa(0))® { l<1’,-,1(J.') v(@ , t) dx = Qu(?)
@ Ru(EL ) el
‘ |(\ (Dm(x) i d.’E —k Qm(t)
=l e

Ci proponiamo di mostrare tra breve quale importante applicazione possa
trarsi dal risultato cosi stabilito.




