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Matematica. — Swll’integrale di Dirichlet. Nota della dotto-
ressa ANGELA MaRria MoLINARI, presentata dal Corrispondente Ar-
rFONsO Di Leser ().

1. Le condizioni alle quali deve soddisfare una funzione di variabile
veale (x), per essere rappresentabile in serie od in integrale di Fourier,
vengono precisate in quasi tutti i trattati di analisi o di fisica matema-
tica (*), sotto la forma tipica di Dirichlet, od in modo poco diverso.

Esse si distinguono in condizioni al finito, comuni per la serie e per
I"integrale, ed in condizioni all’injinito, speciali per 1 integrale.

Le condizioni all’infinito furono accuratamente analizzate dal Pring-
sheim (%), il quale trovo che la formulazione fino allora universalmente ac-
cettata mon era interamente esatta. Nuuve condizioni rigorose furono date
poi, dal prof. L. Orlando (¥) e dalla sig.”®* G. Graziani (°).

Non & inutile, credo, portare qualche analoga discussione anche sulle
condizioni al finito, sulla loro dimostrazione e sulla possibile loro estensione.

Come & noto, esse dipendono tutte (°) dalla validita della cosi detta
formula integrale di Dirichlet, cioé dalla seguente:

"bgen Az

(A) lim | W(z) dr =

A= <« 0 a

che contiene, come caso particolare, quest'altra:

: “l’ sen Az Y d 5 0<a<hb
11 — U\Z) AT — E L g X
(B) Iim = U(z) ¢ e

Infatti, presupposta in ogni caso | integrabilitd assoluta della ¥(z). si con-
stata facilmente che, quando la formula (A) & verificata, essa pud trasfor-
(1) Pervenuta all'Accademia il 12 settembre 1912

lare. al classico trattato di Riemann e Weber, Die partiellen
Physik, V ediz., vol. I (Braunschweig, 1910).
e Inteqraltheorem, Jahresbericht der deut-

(*) Mi riferird, in partico
Differential-Gleichungen der m ithematischen
(%) A. Pringsheim, Ueber das Fourier'sc
schen Mathematikervereinigung, vol. XVI (1907), pp- 2-16.
Fourier, Rendiconti Lincei, ser. 52,

(*) L. Orlando. Suila formula integrale
1. XVII (1908), pp. 367-371; Vuove osservasioni sulla formula integrale di Fourier,
YO1is b O )y . T € y 4
ibid., vol. XVIII (1909), pp. 343-348.
¢) G. Graziani, Sulla formula integ . ndic . 5
1. XVIII (1909), pp 169-172; Funzioni rappres ntabili con la formula integrale di
Vol JUS ), . 4,

{i Fourier. Rendiconti Lincei. ser. 5%,

fourier, ibid., pp. 596-601. e &
e o vol. I, §§ 18-19 e 29-34 (ovvero §§ 17-18 e 27-32

o) COfr. Riemann-Weber, op. cit., 1 20
e 1lyse, vol. I (1901), cap. IX, pp. 285-258.

1 109 Pownatd A 2 (
della IV ediz.). od anche E. Picaxd, 7'raité a'an




A

— 420 —

marsi, senza ulteriori condizioni (salvo, ove sia il caso, quelle all'infinito),
in una opportuna serie od in un integrale di Fourier, che rappresenti y(--0);
e reciprocamente. Ne segue, se si prende per origine un punto 2, qualunque,

che le condizioni necessarie e sufficienti al finito, perche gli sviluppi di

Fourier siano validi in quel punto e rappresentino il valore

Y(zo —0) + Y(z, 4 0)
9

quando esso esiste, si riducono alla validitd della formula di Dirichlet a

destra e a sinistra di detto punto.

Si tratta dunque di precisare le condizioni di validita della formula (A).

La dimostrazione classica procede per gradi: si passa da una funione
Y(xz) limilate e monotona, ad una funzione ¢llimitata, ma integrabile, ge-
neralizzando poi, il risultato al caso in cui la funzione sia monotona a tratti
ed integrabile.

Per condurre questa dimostrazione vi sono due metodi: @) quello ori-
ginale di Dirichlet (*), che consiste nel suddividere 1" integrale in tanti inte-
grali, corrispondenti rispettivamente ai tratti dove sen Az @& positiva e a
quelli dove & negativa; #) quello di Ossian Bonnet, Du Bois Reymond, e
C. Neumann, che si fonda sull’applicazione del secondo teorema della media.

Il secondo metodo & forse il pin elementare: una forma tipica di di-
mostrazione, fatta con questo mefodo, & appunto esposta nel Riemann-Weber,
A prima vista perd, non apparisce evidente il rigore di tutti i passaggi ivi
effettuati. essendo necessario un continuo richiamo ai lemmi preliminari o

ad altri equivalenti, per accertare la legittimita di tutte le inversioni di
passaggi al limite che intervengono nei caleoli. Si pud anche osservare che
ad un certo punto (*) vi & una condizione sovrabbondante: si asserisce in-
fatti, che la funzione y(z) nell'intorno a sinistra di un punto di infinito
conserva segno costante; ora di questa condizione (che nel caso particolare
é soddisfatta) non si fa uso nella dimostrazione, ed essa rimane, vestrizione
non necessaria, o limitare le successive generalizzazioni. Conviene quindi cer-
care di rivedere tutto il processo deduttivo, e rimuovere queste difficolta

Mi permetto qui di esporre una dimostrazione, non diversa nella sostanza,
ma ridotta a forma che mi sembra molto semplice ed esente dalle dette
obiezioni, e che si presta quindi alla generalizzazione che ne fard in seguito.

Come premessa, in luogo dei lemmi (1), (I), (IT) del Riemann-Weber
(8 16 della V ediz., ovvero § 15 della 1V ediz.). mi valgo solamente della
formula

"“Sen 7T

Se 7

(1) **’*"//()———"'
T 2

(") Questo & il metodo seguito dal Picard, loc. cit., e dal Goursat, Cours d'analyse

mathématique, tomo 1 (1902), cap. IX, 196, pp. 464-472.
(*) Riemann-Weber, loc. cit, § 17, pag. 40 (ovvero § 16, pag. 35 della IV ediz.)
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che suppongo nota dal calcolo, e da questa formula, senza lemmi intermedi
ricavo ogni ulteriore consezuenza.

2. Sia Y(z) una funzione limitata e monotona, nell intervallo (0, 4);
queste condizioni portano con se, come & noto, la numerabilitd dei punti
di discontinuita e quindi 1'integrabilith riemanniana, e 1’esistenza del valor

limite (- 0).

T

Seriviamo :
s ‘\
j bsen Az ' 2 sen Az . b sen Az
r (2) ( = V(@) do — ‘ e—y—— Y(z) do -+ f = = W(#) dav
| Jo 74 0 L < x

ed applichiamo, ai due termini del secondo membro, il secondo teorema della
media; avremo :

f" sen Az
e . Y

(@) do = p(4-0) [ LI gy 4

T 1 i e /1 2 :
fo(/Emo) [ gy (1) [ iy,

. .1t /1 .
dove & sara un opportuno valore intermedio fra 0 e } 7@ similmente,

1 .
{ un opportuno valore compreso fra ] 7@ b .

Se poniamo, nella formula precedente, 4z = 6, e raggruppiamo conve-
nientemente gli integrali, otterremo:

14}
S i
\elll"zi W(x) de = Y(-+ 0) ‘ aes 46
i 0128 ;
sen
+I:U'(, E_())_¢’(+U)] Lr 60 a'0+
g e S8 ~bsen 6

‘Il‘w(] I“"U \’ﬁ- ) (lﬁ—l‘lﬂ(b—())‘{u - )

Col tendere di 4 all’ oo, il primo termine del secondo membro tende verso

7 : ; ) L £ j
- Y( 0). Nel secondo termine, l'espressione fra parentesi quadra tende a \
- |

Renprconti. 1912, Vol. XXI, 2° Sem. 55

—~A




— 422 —

I'integrale che la moltiplica, comunque & possa variare fra 0 e 1/Z,

zero, ©
(520 4g, rest fia. 1i
. B e St resta compres ' iti
essendo un integrale della forma oS ! esta compreso fra limiti
finiti [altnmeutl I'integrale (1) non sarebbe convergente ]. Gli altri due

y "ML sen 6 0
integrali, Vil

sen 6
do e [ - d6, sono integrali singolari [eriterio di

O
Cauchy applicato alla convergenza della (1)] e qui ndi tendono a zero.
Qi ricava dunque la formula:

~E

5 sen Az
(A) lim ———Y(x) dz =

X

Y(-- 0)

=00

Tn quanto alla (B). si pud ottenerla, sia come conseguenza della for

mula (A), sia direftamente con un process analogo a quello seguito per
dimostrare I'annullarsi dei precedenti integrali. Anzi, di qui si vede che

(B) resta ancora valida se. invece di un limite inferiove @ fisso, poniamo
un limite variabile in funzione di 4, purché, col tendere di questo limite
a zero, il prodotto ad tenda all' oo insieme con A

3. Le generalizzazioni che si fanno nelle trattazioni classiche, sono
quelle che seguono:

o) W(z) invece di essere limitata, diveng: nfinita al limite supe-
riore b, purche ivi il suo infegrale resti convergente

Y(z) nell’ intervallo (0, %) abbia un numero finito di punti di

infinito, purché fra un punto di infinito e 1'altro sia monotona e vresti con-
vergente

c) Y(z) gia tale che 1'intervallo (0, 4) si possa dividere in un nu-
mero finito di intervalli, in ciascuno dei quali essa soddisfi alle condizioni
precedenti (che, & bene osservare, portano di conseguenza 1" integrabilita
agsoluta su tutto 1'intervallo).

Queste condizioni hanno 1'inconveniente di non essere chiuse, nel senso
che, per combinazione lineare di funzioni che soddisfino alle condizioni ¢),
gi ottenga una funzione che vi soddisfi. B facile, infatti, ottenere, per sem-
plice somma di due funzioni che soddisfino a ¢), una funzione con un nu-
mero infinito di magsimi e minimi, e che pure verifica la formula di Dirich-
let, perché le operazioni di limiti e di integrali sono distributive.
Per quanto sia difficile dare condizioni necessarie

81 puo proporre ||

problema di ottenere condizioni che, pur essendo soltanto sufficienti. siano

almeno chiuse, nel senso sopra indicato. Una risoluzione di questo problema

si ottiene considerando la classe delle funzioni \wiazione limiteta (con
dizione di Jordan); una qualunque di quest

porsi in due altre monotone e limitate, e

funzioni, pud sempre decoms-

quindi verifica le formule (A)
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¢ (B); per combinazione lineare di funzioni a variazione limitata, si otten-
gono ancora funzioni a variazione limitata, dunque la condizione di Jordan
ha il vantaggio di essere c/iusa. Ma, mentre da un certo punto di vista &
piu generale di quelle di Dirichlet, da un altro punto & meno generale,
perche esclude le funzioni illimitate.

4. Senza entrare nella discussione di condizioni che hanno carattere
meno elementare, come quelle di Lipschitz, di Dini, di Lebesgue, ete., mi
propongo di far seguire, alla dimostrazione che ho dato per le funzioni li-
mitate e monotone, una generalizzazione che conduce immediatamente a un
esteso gruppo di funzioni. Questo gruppo comprende, come caso particolare,
le funzioni di Dirichlet, e quelle di Jordan, ed ha la proprieta di essere
chiuso rispetto a gualunque operazione di somma, sottrazione o combina-
zione lineare.

Pongo le seguenti condizioni:

I. y(z) sia assolutamente integrabile (1) nell' intervallo (0, 5);

II. Y(x) sia a variazione limitata in un intervallo finito (0, ),
cid che porta come conseguenza 1'esistenza di w(—-0);

[TI. ogni altro punto di (0, &) sia interno a qualche intervallo, non
nullo, entro il quale la funzione sia pure a variazione limitata; faccia perd
eccezione un insieme di punti (necessariamente chiuso) che chiameremo
irregolari, e questo insieme abbia misura nulla nel senso di Jordan.

Una funzione siffatta si potrd chiamare a variazione limitata in gene-
rale; resta inteso che nei punti irregolari la funzione pud avere qualunque
tipo di discontinuitd, purché sia assolutamente integrabile.

Voglio dimostrare che la funzione y(z), cosl definita, verifica 1'inte-
grale di Dirichlet.

Per provarlo osserviamo che, in virtu delle ipotesi fatte e di teoremi
noti, dato & piccolo a piacere, & sempre possibile racchindere quei punti
irregolari, in un insieme o, composto di un numero fgnrito di segmenti, la
cui somma sia < ¢ e la cul minima distanza dal punto o = 0 sia finita.
Dicendo allora = 1'insieme residuo, questo risulta composto di un numero
finito di intervalli finiti, nei quali la funzione ¢ & a variazione limitata.
Indichiamo ora con ’ un integrale preso fra 0 e &, e nel quale, invece

di y, figuri una funzione eguale a ¥ nei punti di = e nulla nei punti di o,
cioe una funzione che & ancora a variazione limitata nonostante i salti arti-

(!) Per la validitd della dimostrazione basterebbe che questa integrabilitd fosse nel
senso di Lebesgue, ma le condizioni successive sono tali che portano di conseguenza la
misura nulla (nel senso di Lebesgue) dell'insieme dei punti di discontinuita, e quindi

I"integr.bilitd riemanniana.
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ficiali introdotti, che sono finiti ed in numero finito. Similmente indichiamo
con ( un integrale consimile esteso all’ insieme complementare o.

Ja
Potremo allora scrivere:

~big » e
() lim [ Ee-n—.}.l Y(x) dw :_111\1 HeN.40

A=» o & =0 J=

yY(2) da +

— lim | T‘—"—L'.
A= g

o

Y(z) da .

e 2 7T .
Il primo limite a secondo membro & = — w(- 0), perche per esso vale la
condizione di Jordan e perche il punto z =0 appartiene all’insieme 3.

Quanto al secondo termine, poiché vale la relazione
‘~ sen Az llf ’LH :

S0 A% (@) | da < [ T2 g5
& | o .L‘\

( sen {V’{ l.,U(I) l/‘l'i‘ <

Ja &£

e poiché |Y(x)| essendo integrabile sull’insieme o (che & a distanza finita

LU(.I‘V)\
dal punto 2 ==0) anche —

risulta integrabile, ne viene di conse-

J‘
guenza (') che scegliendo la misura di o sufficientemente piccola, si pud
rendere 1 integrale in questione, minore di una quantitd positiva, piceola a
piacere e indipendente da 4.

Otterremo dunque

e (senidp
lim \ =

A= 0

17[)( x) de =

,’r/
—51‘_!(‘1;).

come volevamo dimostrare. Analogamente valgono le formule accessorie (B)
per limiti fissi, e (B) per limiti variabili, come nel caso di ¥ funzione li-
mitata e monotona.

Con riferimento ai risultati combinati di Riemann e di Lebesgue, ed
alle osservazioni che ho fatto in principio sul legame fra le condizioni per
gli sviluppi di Fourier e per la formula di Dirichlet, si potrebbe poi di-
mostrare che la formula di Divichlet vale anche quando siano soddisfatte
semplicemente le condizioni T, II, senza necessita della I11; ma la dimo-
strazione diretta, si presenta tutt'altro che semplice, e in ogni caso non
deducibile per generalizzazione del risultato dimostrato per le funzioni mo
notone.

(*) In virta di un teorema dato da C. J. de la Vallée-Poussin nella sua Memorin
a sue MOorig

fondamentale: Recherches sur la convergence des inlégrales définies, Journal de Math
. i ¢ / y VO { (! athé-
matiques, ser. IV, vol. VIII (1892), pp. 421-467; v. Teoremn II

- pag. 428, art. 15.




