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Matematica. — Sur lo permutabilité de 2°"° espéce. Nota
del sig. J. Soura, presentata dal Socio V. VoLTERRA ().

Nous allons étudier les relations qui ont lieu entre les solutions de
deux équations intégrales sams second membre, & limites constantes, dont !
les noyaux sont permutables, et montrer que ces relations peuvent servir & i
I'étude de la permutabilité de 2°me espéce de M- Volterra. 1
1. Voici une remarque qui généralise des résultats connus: Toute so-

lution de 1'équation |

(1) J')=l=/ (A(J, s) ds

est solution de

(1) o(z) = p EON('J}S) o(s) ds

lorsque ;

(2) N(zy) = &, K(zy) + -~ + an Ka(z) , ‘

olt les puissances désignent les opérations de la composition de 2ttme agpéce. \
Il faut prendre: %: [;—‘ + -+ % (nous SUpposons o # 0‘). Mais [

en général les relamou; entre les solutions des équations (1) e.t (1") sont plus

compliquées, lorsque K(zy) et N(zy) sont permutables sans étre lides par

la relatmn (2).
. Dans tout ce qui suit, les intégrales seront prises entre les mémes
hmltea fives, @ et &, que nous n'écrirons plus. Le théoreme suivant nous ser-

vira de point de départ:
N(xy) et K(zy) étant deux fonetions permutables, supposons que l'on ait :

(3) @(@) =4 | N(@s) g(s) ds;
5 posons alors
(4) Y(z) =4 [ K(as) @(s) ds .

Je dis que l'on a:

ou bien Y(x)=0,

(5) ou bien w(w) =24 |N(as) w(s)ds .

(}) Pervenuta all'Accademia il 10 settembre 1912

|
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Supposons ¥(x) == 0. Partons de

{N(:w) K(uy) du = ‘ K(2u) N(uy) du .

Done

[[[N(@n) Kuy) 9lo) du dy = | | K(aw) Nuy) 9y) du dy

; N(zu) : (K(u,z/) o(y) dy i du = ‘ K (%) : ( N(uy) ¢(y) dy i o

= ! L ;
{N(\wu) U;U) du — ‘ K(‘_,‘,,) ('L(/u_) du

Y(x) =4 ‘N(J’Zﬂ W(w) du .

Il est facile de s'assurer que le cas o ¥w(xz) = 0 peut se produire; on n'a
qu'a prendre:

K(zy) = N(zy) — 4 ‘ NM(zu) N(uy) du .

3. Soit ¢\(2) @s(2) ... w.(x) un systeme de solutions linéairement inde-
pendantes de 1'équation

o(r) =4 | N(as) g (s) ds

pour une valeur caractéristique 4, de rang 7.
On posera:

Yi(z) = /'.. ‘ K(',/'.\) @i(s) ds (i=1,2,.. 4 )l) :

Les fonctions ;(«), qui ne sont pas nulles. sont des combinaisons linéaires
des fonctions ¢;(z). On peut chercher a profiter de ce que les ¢;(2) sont,
dans une certaine mesure, indeterminées, pour simplifier les relations entre
les ¢i(x) et ¥i(z). On pent s'arranger pour que les 1 non nuls soient des
formes linéaires indépendantes des ¢. On aura alors des relations telles que

Y(z) = an gi(z) + F i ()

Yo(@) = agq @i(%) + 4 tgn Pn(2)
War1(%) = 0., () =0
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\ Yu() = 8, 9u(7) Wo = s:(1 - @2) .. Wa=51(Pacr + P0)

©) | Yo = 519501 Yorr =@+ Gus) -+ Yaus = 4P, + Parn)
1 . . . .
/

!}/,/L] =(0... w — ()

($; Sz ... sont des constantes distine
Nous ne démontrerons pas ces
bien connue.

1

4. Montrons par un exemple qu

Prenons

2y —- co8 2 c0S ¥

N(z, Y) =
g K(z, y) = @, C0S Z COS _J/ _;_ 0 -+ a4 cos 3z cos 4y -+ -
tant convercente, les constantes z et & étant 0 et 2m.

la série iiu,,\

Pour 4 = — on peut prendre

é
1
T
gﬁl(J') — GOS8 _)_/ g?_.(\‘/ )=c¢C0oS & .
On a
Y, () = a, cos & = a, @s(z)
1103(_{"- — {0 - “
A est réduit a zéro.
\ 5. Nous allons signaler, sans demonstrations, des cas importants ou A ‘

n'est certainement pas nul.
[l est facile de montrer que, si A= 0, on peut former une fonction h(z)

qui est une combinaison linéaire des fonctions ¢;(x) et qui possede les pro-
priétés suivantes:

'.K(Arx) h(s) ds == 0

"lig(n‘s) /1!(5‘) ds =0, |
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K,(xy) étant la fonction

Ky(zy) = ‘ K(xu) K(uy) du .

Si donc on est sir qu'il n'existe aucune fonction A(ax) possédant cette pro-
priété, on peut affirmer que A n'est pas nul.

C'est ce qui arrive quand K(zy) est symétrique, lovsque K(zy) est
fermé, ou encore lorsque K(ay) est la somme d'un nombre fini, ou d'une
série régulierement convergente en a et en y de parties de noyau relatives
a un pole du noyau résolvant.

6. Supposons A nul. Nous fransformerons alors les fonctions ¢i(«) par

le noyau Ks(zy) = | K(xu) K(uy) du.
On obtient les fonctions:

hi(2) = 4% ‘ Ko(zs) @i(s) ds =an ¥, + - - + aigPqg  powr i =g,

(]
hi(z) = 0 pour j >g¢.

Puisque A est nul, les fonctions /(x) non nulles ne sont pas linéairement
independantes. On peut alors, par une transformation convenable sur les ¢i(z),
augmenter le nombre des fonctions /(2) nulles.

Si le nouveau déterminant analogue & A est alors encore nul, on rem-
placera K,(zy) par K, (zy); et ainsi de suite.

Il y a donc un noyau itéré de K(zy) pour lequel les formules (6) sont
vraies quand on remplace K(xy) par ce noyau itéré.

7. Placons-nous dans le cas ou les formules (6) sont applicables. On
voit que ¢,(z) , @uri(2)... sont des solutions d’équations sans second membre,
de noyau K(zy).

Done, si toutes les fonctions  ne sont pas nulles, il y a au moins une
des solutions fondamentales de N(zy) correspondant & la constante 4, qui
est aussi solution fondamentale de K(xy).

Les antres fonctions

@s(2) , 9o(2z) par exemple — sont des fonctions
« principales » de K(zy) correspondant a la constante caractéristique — de
S
K(zy) (V).
On sait que si 5 est un pole simple du noyau résolvant de K(xy),

91
les fonctions principales @u(x) ... go(2) ne sauraient exister. Si le noyau ré-

(*) Goursat, Annales de la Faculté de Toulonse, 1908.
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solvant du noyau K(zy) n’a que des poles simples, les formules (6) prennent
nécessairement la forme

5 Yi(2) = 1 @u(2) , Ya(2) = S5 @a(z) . . . We(2) = s, @q()

(7)
| Worr(2) =0...W,(2)=0.

Ces formules seront toujours valables lorsque K(ay) est symétrique.
Si N(zy) et K(xy) sont symétriques, il est facile de voir que l'on peut
g'arranger pour que

; S ”_;’L(-"I'O 3l d==
V((/z(l.)q?](.b) dz — ) i 2_:‘]_

sans modifier les formules (7

)2
8. Soient K(zy) et 4(zy) deux noyaux symétriques permutables. Posons

N(zy) = l K(xzs) q(sy) ds .

Soit ¢,(z) ... @a(x) ... un systtme de solutions fondamentales de K(zy). On
designera par 4, la constante caractéristique & laquelle correspond ¢,(«).
D'aprés le théoreme de Hilbert-Schmidt

| K () g(sy) ds = a.(y) . @u(x).

cette série étant régulierement convergente en .

D'apres ce qui précede on a pu choisir le ¢, (o) de maniere a avoir:

ou bien

i

— Pn\Z) .

w

[ 4as) @u(s) ds

W, etant une constante caractéristique de g(ay), ou bie

| g(as) @a(s) = 0.

Or o
an@) = | | @u(@) K(as) g(sy) ds da

an(y) = | 9(sy) ; | K(2s) @.(x) do : ds

= ‘ q(sy) (;;.'(8) ds

On a donc: ou bien

1
an(y) = T @a(7)

i

Renprcontr. 1912, Vol. XXI, 2° Sem. 56
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ou bien

an(Y) =
On arrive a la formule

N(ay) = (Rs)gey) e (’—lz’l—@

Cette série ne contenant pas nécéssaivement toutes les fonctions ¢y, (z),
certaing termes peuvent étre remplacés par zéro.

(Cette série régulierment convergente en 2, 1'est aussi en y par symeétrie.

11 résulte de ce calcul, que la fonction N(ay), produit de deux fonctions
symétriques permutables, n'est pas quelconque: son « déterminant » D(4), de
M* Fredholm. est de genre zéro. On peut aussi dire que l'ensemble de ses
solutions fondamentales coéincide avec les ¢

solutions fondamentales communes
a K(xy) et g(xy)-

10. Cherchons & former la fonction ¢(xy), connaissant N(zy) et K(zy).

des solutions. Les deux fonections

doivent verifier les conditions sui-

Le probléeme n'admet pas toujours
permutables symétriques N(zy) et K(zy)
vantes:

Il existe un systéme de solutions fondamentales de N(zy) qui sont

aussi solutions fondamentales de

1€

xy).
Si ¢,(2) est I'une de ces solutions nous désignerons par Ay B Vi
les constantes caractéristiques qui lui correspondent powr les fonctions K(zy),
¢(zy) , N(zy). La série >

—lay

doit converger.

y , : 1
Comme on aura u ::* il faut aussi que S s converge.
Y

Ay
que ces conditions sont suffisantes: Si ¢(xy) existe
elle a pour solutions fondamentales les fonctions ¢,(x) correspondant aux
constantes w, .

Nous allons montrer

Un théoréme de M* Lauricella (*) montre qu'il existe une série de la
forme :
R(zy) = > Qi(zy),
=
avec

/z=

Qi(zy) = $n(@) $uly)

n==aw; [ynd,

uniformément convergente en x et y, sauf pour un ensemble de valeurs de a

et de y de mesure superficielle nulle. De plus, cette fonction a pour con-

(*) Lauricella, Atti Lincei, 18 juin 1911
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stantes caractéristiques les mombres w, et pour fonctions fondamentales
les @.(z).
Cette série est évidemment permutable avec K(xy) et N(xy) car chaque
terme possede cette propriété. Son produit symbolique avec K(xy) admet
comme solutions fondamentales les ¢,(«) et ces fonctions seulement, avec

comme constantes y, =4, u

s

Ce produit symbolique, d'apres un théoreme de M® Lauricella est donc
égal & N(zy).

R(zy) est donc une solution. Ce n'est pas la seule en général. On
obtient toutes les solutions en ajoutant & R(zy) un noyau gquelconque or-
thogonal & K(zy).

Fisica. — Gli sforzu interm nei corp: ferromagnetici post
nel campo magnetico. Nota II preliminare di F. Prora e L. Tieri('),
presentata dal Socio P. BLASERNA (7).

10. Due rocchettini, disposti ad angolo retto fra loro e normali al fascio
catodico di un tubo di Braun, traversati dalle due correnti

A =f. t) ed {"e_f‘-’ (t)'

producenti rispettivamente il campo e la forza esterna, davano il modo di
apprezzare la forma

F(i,i)=0

di una delle correnti rispetto all'altra.

Allorché i due circuiti non abbracciavano ferro, la curva risultante F =0
era, in generale, una elisse che diveniva un segmento rettilineo uguagliando
le due costanti di tempo If{ Se nel campo abbraceiato da uno dei circuiti
si introduceva ferro, la curva veniva a modificarsi, assumendo la nota forma
dipendente dall’ isteresi.

11. Un fascio luminoso, proveniente da un forellino illuminato da una
lampada ad arco, riflesso dallo specchietto concavo applicato alla leva, veniva
raccolto, dopo aver traversato una lente convergente, sopra uno specchio
rotante. Senza campo e senza forza si vedeva nello specchio rotante una
striscia luminosa rettilinea.

Mandando la corrente nella sola elica magnetizzante, cioe facendo agire
la sola fensione prodotta dal campo, si osservava una curva periodica spo-
stata in tal senso da indicare un accorciamento costante del filo, unito alla

periodica variazione di lunghezza.

() Al Piola & dovuta la parte generale ed il metodo di ricerca, al Tieri la parte

sperimentale.

(*) Pervenuta all' Accademia il 30 agoste 1912.




