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2°) Come si rileva in particolar modo dalla fie. 2. ma anche,

sebbene in orado
minore, dalle fige

3 e 4, gli apici delle enrve, corrispondenti ai punti che prima abbiamo
chiamati A, per I'aggiunta Ji NaCl si spostano verso la sinistra della figura, e lo 8po-
stamento & tanto maggiore, quanto maggiore &

la quantita di cloruro sodico aggiunto,
Tale spostamento pud avere la seguente spiegazione: 1

‘apice della curva normale (cir. fig. 2),
della curva ciot che

rappresenta i valori ottenuti senza clorure sodico, non & ag

uzzo, ma
presenta una specie di plateau (*); questo sta a significare

che esiste una certa zona at-
torno al punto A, nella quale si verifica una certa costanza d

el contenuto ionico totale;
ma mentre nel punto 4 esistono quantita di albumineationi e

di albuminanioni poco diffe-
renti fra loro, a sinistra di tale punto aumenta fortemente la quantita degli albuminea-
tioni a spese degli albuminanioni, pur rimanendo la lore somma (uasi costante; a destra
del punto A si ha il fatto contrario, ossia 'albuminanione aumenta fortemente a spese
dell’albumincatione. Per quello che si & detto innanzi. il cloruro sodico agisce special-
mente sull’albumincatione, provocando la formazione di cloruro di albumina indissociato.
Per tali ragioni 1'apice della curva si sposta verso 1

a sinistra, con 'aumentare delle con
centrazioni del cloruro sodico.

Anche gli spostamenti degli apici della fio. 14

. 15 si spiegano in modo analogo: infatti
all'ascissa zero corrisponde un’albumina inquinata ¢

i alcali; ed al punto A, per la neu-

tralizzazione di tale alcali, si ha albumina non salificata e cloruro alcalino; il quale @

tanto piut concentrato, quanto pit concentrata & la soluzione di albumina: dunque con

I'aumentare della concentrazione dell’albumina, I'apice dell

4 curva si sposta man mano
verso la sinistra.

Matematica. — Swile operazioni lineari, e sulla teoriy delle
equazion: integrali. Nota del Socio S. PINCHERLE.

In una Nota pubblicata nei Rendiconti di Questa Accade

mia nel giugno
del corrente anno (%), I ing. G. Giorgi

mette giustamente in rilieyo i y
taggi che si hanno nella teovia delle equazioni (divei, piuttosto, delle 0pe-
razioni) integrali lineari ed integro-differenziali. specie nell' importante e
geniale capitolo che in questa teoria & dovuto alle fondamentali ricerche del
Volterra, quando se ne riattacchi lo studio ai prineipi cui da luogo il ecalcolo
delle operazioni lineari in astratto. Convengo tanto piit volentieri ip questo pen-
siero, in quanto che & appunto al medesimo concetto che si inspirano aleuni
recenti miei lavori (*). Se, con ragione, dai moderni creatori della teori:
equazioni integrali si & considerato prevalentemente il |
dive aritmetizco, della teoria stessa. come quello che v
cato dalle applicazioni, pure anche il Jato geomelric

‘aln-

1 delle
ato, che si potrebhe
lene maggiormente inyo-
0 0 di struttura del nuovo
(*) Una figura assai simile si otterrehbe, costruendo la cosidde
kurve di Michaelis, prendendo a base di tale costruzione iv
e Quagliariello (cfr. loc. cit.).

tta Dissociationsresi-

alori ricavati da d'Agostino

() Sulla teorsa delle equazioni integrali ¢ delle
Lincei, tom. XXI, 5, 16 giugno. 1912.
(?) Ved Memorie dell’Accad. di Bolog!

loro generalizzate. Rend. Accad,

na, serie VI, tom, 111 (1906) ¢ tom. VIII (19] 1),
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calcolo, quello cio¢ che si trova in dipendenza pit immediata col caleolo
generale delle operazioni, ha la sua importanza; esso permette di porre fra
loro in relazione questioni apparentemente diverse, di sceverare procedimenti
¢ dimostrazioni da complicazioni non di rado parassitarie e dovute alla forma
speciale delle espressioni analitiche adoperate, infine di ricorrere pint imme-
diatamente ai sussidi che forniscono I'analogia e 1'intuizione.

Gli accennati principi generali della teoria delle operazioni lineari danno
luogo, come giustamente osserva il Giorgi. ad un'alegebra la cui algoritmia
¢ affine all'ordinaria, differendone principalmente per la mancanza della pro-
prietd commutativa della moltiplicazione. Non & perd questa sola che sta-
bilisece il divario. Anche conservandosi guesta proprieta — come nella bella
teoria, gia ricordata, dovuta al Volterra —. se viene accentuata 1'analogia con
I'algebra ordinaria (*), pure le differenze si devono al mancare del pﬁncipiu
di annullamento del prodotto, e nella teoria generale astratta delle opera-
zioni lineari commutabili (2) & appunto di precipua importanza 1’ interpre-
tazione dell'annullarsi di un prodotto di tali operazioni. :

Nell'ordine dei miei citati lavori e della comunicazione dell ing. Giorgi,
si presenta una questione interessante: fino a quale grado, cioe, sia po»ilnﬂe
di sviluppare in forma astratta la teoria degli operatori, e a quale punto si
presenti la necessitd di particolareggiarne la natura, introducendo per essi

opportune espressioni analitiche, ad esempio in forma di integrali definiti.

Nella presente Nota mi propongo di porfare un contributo a tale que-

stione, e, nel tempo stesso, per dare un esempio del grado di chiarezza e di

perspicuitd che l'uso del caleolo degli operatori porta in varie parti della

3 teoria delle equazioni funzionali lineari, di accennare a quest'uso nel capitolo
della teoria di queste equazioni che tratta della risolvente, quale & consi-
| derata dal Goursat nella nota sua Memoria (%), viprodotta, nelle sue parti

sostanziali, nel recente trattato del Laceseo (*).

1. Sia dato uno spazio lineare S; sia A un'operazione lineare univoca,
non degenere. operante in questo spazio e producente, come risultato, enti
dello spazio medesimo. Per fissare le idee, gli euti di S siano funzioni di
una variabile. Per l'operazione A, ammetteremo che , A”| abbia, per un
agoregato di elementi di S limitato nel suo insieme, un massimo limite

finito. Sotto a questa condizione, la serie = A™A™" &, vispetto al parametro %,

(") Ved. le Note pubblicate dal Volterra in questi Rendiconti, nel 1910 e 1911; in
particolare la Comunicazione del 20 febbraio 1910. Ved. anche i mici Appunt: di calcolo
funzionale, Mem. Accad. Bologna, serie VI, tom. VIII, § IIL

() Pincherle e Amaldi, Le operasion: distributive, Bologna, Zanichelli (1910), cap. IIT,
pp. 36-49.

(%) Recherches sur les intégrales lindaires. Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, série II, tom. I, pag. 5 (1908)

() Introduction a la théorie des équations intégrales. Paris, Hermann (1912).
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un elemento di funzione analitica: essa, nel suo campo di monodromia otte-
nuto dalla serie stessa mediante continuazione analitica ed un opportuno
sistema di tagli, da, per gli elementi di S, un'operazione lineare R=R,
che si dira risolvente di A. Nel cerchio di convergenza della serie dapprima,
poi, per il prineipio di conservazione delle proprietd analitiche, in tutto il
suo camapo di monodromia, si verifica immediatamente che la R soddisfa

alla relazione
(1)

e all'altra
(‘2] R, — H,‘; =\ = h) Rr; R

R—hAR=A

questa ultima, che si potrebbe anche prendere come definizione della risol-
vente, & quella stabilita dall'Hilbert (*) per la risolvente. sotto forma d'in-
tegrale definito, della classica equazione di Fredholm.

9. Supponiamo che la R, come funziene di /2, ammetta un polo di primo

ordine: vale allora la decomposizione

) [3 | D
(3) R= -+ P,
dove B e P sono simboli di operazioni lineari: B indipendente da %, P fun-

zione analitica di % regolare per A= ¢. Sostituendo in (1) e passando al

limite. viene
B—c¢AB=0:

questa relazione esprime che « qualunque sia I'elemento ¢ di S su cui si

« opera. B(¢) appartiene ad uno spazio H, 1 cul elementi sono invarianti
« (autofunzioni) per l'operazione A, ed il numero ¢ & il numero invariante
& (amoum‘nero) Col‘l‘i.‘spw dente ».
Sostituendo la (3) in (2). viene, con semplice riduzione
(4) B —iBiBP — PB —
A questo punto si introduce naturalmente il concetto di oy razioni o
} HYA ) 'I'_

togonali: due operazioni lineari M , N sono tali quando sia

,\IN:N.\[:H:

sono semi-ortogonali quando sia soddisfatta una sola di queste rel .
SLe  relaziont.

Le due operazioni B o P che si presentano nella decomposizione (3)
S1Z e 0

sono ortogonali. Esse sono senza radici comuni, perché, ove e« fo li
! S8€ radice
(%) Grundsiige einer allg. Theorie der lLin. Integralgleichungen (1 Wit
Gott. Nachr., 1904, pag. 71. Cfr. Lalesco, op. cit., pag. 453 g6 arste Mitteilung),
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di B e P, questa radice verrebbe ammessa anche dalla R;

ma A & supposto
non degenere, cioé senza radici: quindi, per la (

4), deve essere tale anche R.
le operazioni permutabili senza radici
comuni ('), segue che ogni elemento ¢ di S pud decomporsi nella forma

g=pf-+m,

Da cio. per un teorema generale sul

9]

dove g e radice di B, e = radice di P. Ma, con ragionamenti dei pilt ovvii
= )
si ha la seguente catena di osservazioni:
ogni B(g) & un 7, elemento invariante di A relativo
ogni radice di P ¢ un elemento 73

a ¢;

ogni elemento 7z ¢ della forma B(g);

la decomposizione di ¢ in g - 7 & unica;:

ogni elemento 7 & radice di P;

onde le radici 7z di P sono tutti e soli gli elementi invarianti di A
relativi a ¢. Si ha dunque che « lo spazio S & decomponibile univocamente
« in due spazi S, ed H.; il primo & lo spazio radice di B. il secondo lo
« spazio degli elementi invarianti relativi a ¢ ed & generato dall'applicazione
« di B sullo spazio S =.

3. Ammettiamo ora che lo spazio H, sia ad » dimensioni, e

S1¢

1 s 12y - Nn
una sua base. Hssendo ¢ un elemento qualunque di S, sara

(5) B(g) = ¢1 11 - ¢c272 + -+ em2

Per essere 7; visultato dell'applicazione di B ad un elemento di Si%
per essere B* = B, viene B(z;) =1

[ termini ¢;7; della (5) possono riguardarsi come il risultato di una
operazione lineare C; applicata a ¢ la costante & risultato dell'opera-

1

s Q;. Per la loro definizione, le operazioni C; soddisfano alle relazioni
!

(6) =0, ;¢=0:
la B @ decomposta nella somma

H:Ul_*—(‘:' _;)_. £
di operazioni aventi le proprieta (6).

1 i . :
Ma poiché la — C; & un'operazione lineare che trasforma un elemento
Il
funzionale in una costante, essa @ vappresentabile, sotto condizioni larghis-
gime, nella forma
1 L :
(7) Ci(p) = | wiy) o(y) dy ,
U Ja
i

v
) fiy

(") Pincherle e Amaldi, op. cit,, pag. :

=1
Ut

llgxprcontl. 1912, Vol XXI, 2° Sem.
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come ha dimostrato il Fréchet (*) sulle traccie dell'Hadamavd. Ne viene
e 21e

pec B Lespressione

1

(8) Bi— \ K(z,y) @oly) dy

coll

(9) K(x,y) = ’\_ Yily) mi) -
1

Dalle proprieta (6) consegue molto facilmente la biortogonalitd delle
funzioni W ed 7; & notevole come si sia cos) ricaduti, partendo da considera.
zioni di indole astratta, sulle espressioni integrali usuali e sulle proprieta che
loro appartengono. Si tralascia la ovvia generalizzazione ad un numero ap-
bitrario di poli di R di ordine qualunque.

4. Dando alle operazioni la forma integrale, il concetto di operazioni
ortogonali si traduce in quello, indicato dal Goursat, di nuelei ortogonalj
Su questi, si hanno alcuni teoremi dati appunto dal Goursat (2) e 1"1;01't;1ti
dal Lalesco nella citata opera (); ora, questl teoremi si estendono. per via
astratta, ad operazioni lineari in gemere 1n modo cosl semplice ed alﬁ‘ancqt:)
da sviluppi di calcolo, che, nouostante il lovo caattere elementare, mi ):1
valga la pena di accennarne la dimostrazione. RaE

11 primo di questi teoremi consiste in cid: se A e B sono opBxazon:
fra loro semiortogonali, cioé soddisfanno ad una delle due relazioni AB‘~|.
o BA =0, i numeri invarianti di A -~ B sono tutti e solj quell & %‘
di B. -

(3]

/[. Sla ¢ numero invariante = 3 Y di
A _%_ ONSegenza 5)1[
Z10ne

1'equazione
@—«'13—"— lh(; —():

se & BA — 0, si applichi la B; viene

By —cBi¢ =10,

onde secue, 0 B =0, ma allora ¢ ¢ —cA9 =0 ¢ ¢ numero e
. ; 1 O 1nvariante
di A, oppure (1 —¢B)By =0, e allora ¢ & numero invariante 4j B ‘
. et > 4l b,
p) Inversamente, sia ¢ numero invariante di A:
¥ — C;\()(J = ().
Se @ BA =0, viene
(1—c¢(A+B)Ag=0,

(*) Sur les opérations lindaires, Transactions of the Americ, M 'th
(1904), pag. - 96.

(*) Compt. rend. de I'Acad. des Sciences, Paris, tom. 145, pp. 667

(-") pp. 41-43.

Suciety, tom, 5

152 (1907)
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onde ¢ & numero invariante di A4 B; se ¢ AB=0, allora, 0 ¢ & numero
invariante di B, ha soluzione la

Y —cBy =0

¢ si torna al caso precedente: oppure ¢ non & numero invariante di B, e

allora ha soluzione la
Y—cBYy=9g=cA(gy)=cA(y —By),

onde
Y —eB(y) —c A(y) -+ c*AB(y) =0,

e, per la AB=0,

Y —c¢ (B Ay =0,

e ¢ e numero invariante di A} B.
Il secondo teorema di Goursat equivale a cio:
ortogonali ed R, S sono le rispettive risolventi, R+ S & la risolvente di

AR

Cid risulta senz'altro dal fatto che da AB=0, BA =0, segue

se A, B sono operazioni

(A4 B)y'=A"4-B",

onde
Sht*(A4+Br=ZpTA" - S B"=RJ-S.

5. Ricordiamo che con operazione aggiunta di un'operazione lineare A

s'intende una operazione A tale che. essendo (e, ) un'operazione separa-
ed avente le proprieta del prodotto. sia, per ogni

tamente lineare in « e g

coppia e, f,
(A(a), 8)= (e, A(B)) .

Da questa definizione risulta che l'aggiunta di AB & BA. Ne segue,
per quanto risguarda l'ortogonalita, che se A e B sono ortogonali, lo somo
3 hanno la semi-ortogonalita espressa da

pure le loro aggiunte; e se A e B

AB=0,A ¢ B possiedono quella espressa da BA =0

Chimica. — Swulla esistenza di acque naturali oponizzate e
probabili teorie del fenomeno. L’ Acqua Forte delle Bagnare nel
Monte Amiata. Nota del Socio R. NasInI e di C. PorRLEzzA.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo
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