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Meccanica. — Sopra le equazioni del moto generale e per-

turbato di un filo inestendibile. Nota di MatTTEO BoTTASSO. pre-
sentata dal Socio T. Lmvi-Civita (}).

In una recente Memoria, il sig. E. Terradas (2). partendo dalle equa-
zioni stabilite dal Floguet (*) per il mnoto di un filo (inestendibile). ha ottenuto
le equazioni a cui debbono soddisfare gli elementi del filo e del suo moto,
quando questo risulta perturbato, riguardando la perturbazione come inf-
nitesima del 1° ordine. In particolare, son dedotte le equazioni date dal
Léauté () per le oscillazioni di una fune telodinamica, e possono ricavarsi
quelle del Poisson, del Routh e del Maggi (
equilibrio.

per oscillazioni d un filo in

Le equazioni parecchio complesse, ottenute dal Terradas per la intricata
via cartesiana, vanno modificate, perché due certi angoli (d' Eulero), conside-
rati dal detto A. come infinitesimi, sono invece finiti.

Mostrerd qui, nei nn. 1, 2, 3, come si possano semplicemente ottenere
sotto forma assoluta col calcolo vettoriale (), oltre alle equazioni del Floquet,
anche quelle (corrette) del Terradas. Quale esempio dei piu notevoli casi
particolari, considerati nel n. 4, si trova nel n. 5 I'equazione (a derivate
parziali) da sostituirsi a quella inesatta data dal Terradas per le oscilla-
zioni trasversali d'una fune di trasmissione. Per le oscillazioni longitudinali
di tale fune si ¢ espresso nel n. 6 lo spostamento del punto, e nel n°. 7
son state dedotte molto rapidamente le equazioni del Léauté.

E(JU.—\ZIUNI ASSOLUTE DEL MOTO Dl UN FILO INESTENDIBILE.

1. Consideriamo il punto P(s,¢) funzione delle variabili numeriche
indipendenti s, £, essendo ¢ il tempo; ed ogni linea # — cost rappresenti

() Pervenuta all’Accademia il 15 ottobre 1912.

(*) Del moviment pertorbat d'una corda, Arxius de 1'Inst. de Ciencies (Barcelona,
a. 1911), pp. 71-96.

(%) Sur le mouvement Uun fil dans J'r,‘.\“lm re, C. R. de I'Ac. des Seciences, tom. 115
(Paris, 1892, 2° sem ), pp. 499-502.

(*) Théarie générale des transmissions par cdbles métalliques (Paris, 1882).

(*) E. J. Routh, Advanced pag of a T'reatise on the Dynamics, ete. (London, 1892);
G. A Magegi, Sul moto di un filo ecc., Giornale di Battaglini, tom. XIX (1881).

(%) Limitandosi anzi ai prineipii di tale calcolo; cosi le equazioni cinematiche son
dedotte semplicemente dalle formule di Frenet, analogamente a quanto @ fatto nella mia
Nota: Alcune applicaziont delle formule di Frenet, Atti R. Ace. delle Seicnze di Torino,
vol. XLVII, 1911.
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la posizione assunta al tempo ¢ dal nostro filo. P
I'arco della curva ¢=— cost per qualsiasi valore
filo inestendibile.

otremo supporre che s sia

del tempo ¢, trattandosi di

Per la stessa curva ¢= cost. nel suo punto generico P, indichiamo

con t,n.b la terna unitaria- -ortogonale-destrogira di vettori diretti rispet-
tivamente secondo la tangente, la normale principale, la binormale; con
71 =o' la curvutura, e con — 0 la torsione. Ques

t1 elementi sono legati
fra loro dalle formole di Frenet (1):

t n
(1) %=/‘lll ; =pb—rt |, Lh:'f—/qn.

N o
Q¢ d N

Se 2(s, ¢) indica un vettore tale che 2(s . ¢
(istantanea infinitesima), che porta la teima t.
a coincidere con I'analoga terna U o T
sl ayra (3):

/) dt rappresenti la rotazione
n . b relativa al punto P(s, ¢)
b* 1'elati\‘a al punto P(s,s--d),

st m b '
—=0 e v = = 92Ab.
(2) = t ~ n = b
Da queste derivando rispetto ad . per le (1), si ha
r 22 RV 2
D_/—ll = iai= L1 = L b,
P14 28 N4 S

da cui segue subito:

- A2 o7y M,
3 — — gl B
(8) s T

NP

: : E
Indicando ancora, nel punto P(s, /) del filo, con (s 7) = 0‘)7 la velo-

4 - % LN T RIRAS R e ot R
cita assoluta. per essere == ‘\( l ) W(b—\)_j dalle (2) si ha:

[ )

(4) I I

Questa e la (3) rappresentano, sotto forma assoluta, le ses condisioni cine-
matiche date dal Floguet (loc. cit.) per il moto di un filo. Le tre equa-
(*) Vedi, per es., C. Burali-Forti et R. Marcolongo, Kléments de caleul vectoriel
avec de nombreuses applications, etc. (Paris, Hermann, 1910), 2e partie, ch
(*) Cfr. C. Burali-Forti et R. Marcolongo, loc. cit,, 2¢
R. Marcolongo, 7heoretische Mechanil.
Kap., pag 111

n. 2.
partie, ch. II, n. 8; od anche:
Erster Band 11‘1111/114, Teubner, 1911), Fiinftes
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goni dinamiche dello stesso A. equivalgono alla semplice (

ed ovvia, per il
principio di D'Alembert) equazione assoluta (1):

: L I )
5) e

essendo, sempre nel punto P(s, £) del filo. f(s, ¢) la forza applicata (esterna)
relativa all'unitd di massa, T(s,¢) 1 intensita della tensione, ¢ D la densitd
(lineare), la quale ultima si supporra costante.

Nelle complementari condizioni geometriche (1), (2), eliminando n .
si ha:

b
: — 0 L :
s s it e A

Pl
(6) bt:/'}])pt 3 ) ——/;1]) t ’Dt*

le quali con le (3), (4), (5) daranno tante equazioni, a derivate parziali.
quante occorrono e bastano per determinare (con le debite condizioni ini-
ziali ed ai limiti) ,v,T,» ,p,,t,b.

2. Dal detto sistema si hanno (in partico are) le equazioni per il moio

piano del filo, quando, indicando la grandezza della velocitd istantanea di

; 00 4, 26 .
rotazione con 7 — 3 (kc Lﬂll[]dl = T ) , S1 ponga:
7 26
(1) =0 b=cost . 0Q-— b = = b:

tali equazioni, dovute al Résal. ridotte a forma assoluta. sono, con la (5):

5 2t M i RA ar Ay %6
(8) —=rm e Tl S e — =R —
DS S f 8 RS AU RIS

Si ha invece il caso del moto stasionario di secorrimento del filo lungo
una curva fissa, studiato dai sigg. Appell e Léauté, ponendo:

(9) vV =t con » funzione della sola

se inoltre questo moto stazionario ¢

con le (8) si awra:

m

\)tﬁ-/'{(!"‘— I%)n:f.

pL 1 3T
ay =, (Y52

Si hanno infine le eguasion: d’equilibrio del filo, ponendo v = @

=—())8

(') Per riconoscere l'equivalenza della (5) con le equazioni dinamiche del Floguet
si osserverd che, siccome t,n, b dipendono da ¢, il vettore le cui componenti sopra tale
terna sono le derivate rispetto a ¢ delle corrispondenti componenti di un dato vettore
V(t), per le (2) & eguale a — -+ v/\L (efr. per esempio, Routh, loc. eit., P. II, Ch. I,

nn. | oa H).
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MoT0 PERTURBATO DEL FILO.

3. Supponiamo ora che nell istante generico £, per una pervturbazione
del moto. ognuna delle grandezze variabili dei nn. 1, 2, relativa al nostro
filo, subisca una variazione che designeremo premettendo il simbolo o alla
grandezza considerata, e che riguarderemo come infinitesima del 1° ordine.

B chiaro che per le grandezze cosi perturbate

Q42 ,v4dv, t4of . T4IT , »4dr , po 4 dp
t4Jt . n4on, b4 db,

potranno scriversi delle equazioni affatto simili alle (1),...,(5); e in forza

w di queste stesse equazioni, limitando l'approssimazione al 1° ordine, fra gli
\’ \ elementi 02 , ..., db della perturbazione, sussisteranno le seguenti equazioni:
| ? 0t v Fes)
) dt = Jr.n-+ron, “— — QNI —tAIR,
28 Al
(11) ———) 11= (j/,nl)—-—d.‘l.l'_L- 7,.0b — 7,0t , R — 2/Adn — n/\dQ
)S 1 | 1 ), / ]
2l 201 ‘ ‘
‘ = —— dpn—pin, — = 2/\db —bAI®,

S ) uL';/‘ Td/ N, ~
L eoned e Aol i O

28 )
(m'ﬁ:%:ﬂWﬂd&
20V 1 [ 4T 3T

5 = Jf + | t -+ (7,dT 4 Tdr,) n = Jt - /“,Tr)lli\ :

¢

Giova osservare che, potendosi considerare d come un simbolo di diffe-
renziazione, le (11) e (12) si possono senz'altro ottenere differenziando con d
le (1), ...,(5).

Le (12) corrispondono alle nove equazioni generali del sig., Terradas
(loc. cit., pp. 76-77); le quali ultime perd vanno tutte modificate, come si @
detto, perche degli angoli di Eulero 6", ¢', v, 14 considerati e relativi alle
due terne n,b,t e n—+4dn , b4 db , t -} dt, i due ultimi non sono
infinitesimi, ma e tale solo la differenza dei loro moduli (&)

(* Nelle stesse formule si riscontra (nella 1* e nella %) qualche dimenticanza,
facile conscanenza della complicazione del metodo seguito per dedurle
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CASI PARTICOLARI.

4. Quando il moto primitivo (non perturbato) € piano. basta introdurre
le condizioni (7) nelle (11) e (12), oltreché nelle (ES(5)!

Nell ipotesi che sz conservi piano anche il moto perturbato,
tener conto, con le (8), delle condizioni:

devesi

(77) d[)l — () Bly=0 s ) — dar.b;
ed allora, poiché n=DbAt , dn=Db/dt, le (12) diventano:

y 207 207, 20t VWV y 20V , 1
T e I T el ey e B

20(Tt)

28

3

le cui due ultime equivalgono alle (8), (4) del Terradas (loc. cit., pag. 78).
Dalle espressioni di » ed r,, applicando J, si ha:

206 0
(14) PRl g WO
R/ 8
essendo inoltre dt=mnXdt.n , dn= — nX dt.t, dalla 1* delle (11),
dalla 22 delle (13), per le (8) e (14), si ricava:
Am Xdt) 6 An Xdt) 06
CCn IR T W v
da cui seguira:
(15) ot=d6.n , dn=—db.t.

Se il molo primitivo é stasionario, di scorrimento del filo luago una
linea fissa, occorre introdurre le condizioni (9) nelle (1),...(5) ed (11),
(12); si dovrd in piu tener conto, nelle stesse equazioni, delle (7), quando
tal moto stazionario & piano: si hanno cosi sotto forma assoluta le (3), (6),
(7) (debitamente corrette) del Terradas (loc. eit.. pp. 79-80). Quando si
supponga stasionario e piano il moto primitive e che si conservi piano
il moto perturbato, dovranno inoltre tenersi presenti le (7'): e con le (8),
(10), (14), (15), si avrd:

VOV Yot L)

- = n rdd .t
D N N/
(A ) 1 /0T ! ) T
:\ Vv i ) Lvrw 4 : ; ’ 2 i l_ \)
/ 7 — of 4 1)( <y ‘T(m)rf = (‘,,JT—T—"L = + = d0) n.

Volendo limitarsi alla considerazione delle perturbazioni di un filo in
equilibrio, basterd fare v =82 = 0; se il filo giacesse inizialmente in un
piano. si dovrebbe tener conto delle (7), e, per oscillazioni piane dello stesso
filo, basterd porre v = 2 = 0 nelle (16).

Rexorconrr. 1912, Vol. XXI, 2° Sen.

-~

-1
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ALCUNE APPLICAZIONI.

6. Consideriamo una fune di trasmissione del moto fra due puleggie
(e sensibilmente orizzontale), la quale sia soggetta (nel tratto libero consi-
derato) alla sola forza esterna di gravita; e il caso, per es., delle funi me-
talliche, che nei moderni impianti telodinamici s"impiegano per trasmettere
dei lavori considerevoli anche a non lievi distanze.

Si supporranno costantz il raggio di curvatura o =" (velativamente
grande), la grandezza v della velocita del moto stazionario (piano) non per-
turbato e quindi anche » [ved. le (10)]; inoltre, per brevith di serittura,
poniamo D = 1, cioé sostituiamo T a T/D.

B pure f= — gn, essendo ¢ l'intensitd dell'accelerazione dovuta alla
gravitd, poiché si riguarda la saetta come molto piccola, e df = 0 per I'as-
senza di forze esterne perturbatrici. Dalle (10) si ha poi:

V) DL
W

¢

(17) o =R pR)i

Si vogliano studiare le periurbazioni trasversali uscenti dal piano ver-
ticale della fune e dovute a difetti di centramento; dalle due ultime delle
(12) e dalle prime due delle (11). moltiplicando scalarmente per b (che &
costante), si ha:

l)Xd\; Ab X dv
\ =~ =—nxge . =V rhxon,
18 g
) | 2bxdt) bth , (b % Jt)
[ == =mbXan , 2=l nxoe;

da cui, per la 22 delle (17):

A[b X (dv — vdt)]

)\ [b X (dv — »dt)]
= +v W[—¥~\_—' Bl ghXdn .
Derivando rispetto a ¢, dalla (4) delle (11), la 1* delle (18) e delle
(12), tenendo presenti le (7), le ipotesi di 7,7, = p~', v costanti, si ha:
)‘l X & 2 b4 7 2 \ \
(19) (b de) 5 D(l)(d‘)~,/g,i‘,’/,,’))’/.f
A L/ ; ds8?
_, Xt b Xt
) T

equazione che va sostituita alla 2 di pag. 83 del Terradas (loc. cit.), dalla
quale .dlﬁ'e?nsce. perché contiene il 2° membro che, per la sua deduzione
nesatta, il Terradas indica come nullo,
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6. Supposto snfinitesimi tanto 7, (e percid 7) quanto f><t:=E [vedi
S

le (10)], con df =0, » —cost, D — 1 nelle (16), si hanno le equazioni

per le perturbazioni longitudinali (o piane) della fune del n. 5 sufficien-
temente tesa:

WY 06 A0V 20T d6
20 — ) R L Lo
(20) S DY L U RYs e Der o

Derivando, per le (8), si ottengono le equazioni:

226 2296 AT
21 — — = L
( ) 272 o 282 0 282 =0,

08

«

le quali, risolte, danmno:
06 =Fi(s +1/T0) + Fas — /T) , T = sfi(t) L /().

ove T =99 —0* e le F, ,F,, /1, f. sono funzioni arbitrarie a determinarsi
con le condizioni iniziali ed ai limiti; la fi(¢) si riterra, per comodita, come
derivata di una funzione f;(/). Dalle (23) si ricaverd allora:

OV =/\(t) t++ 1T [Fi(s + 1/Tt) — Fo(s — { T#)]n,

w e BN 2
e poiche : 0P = dv , = 0P =Jdt =4J6.n, come espressione dello sposta-

) Jo

=)

mento del punto generico della fune si avra:
(22) op = ( | A ar)t+( fo6.as)n,

da sostituirsi alle espressioni di pag. 90 del Terradas per lo studio fatto,
da questo A., delle vibrazioni del filo (in varie ipotesi) mediante la solu-
zione esponenziale della 1* delle (21), dopo aver in questa posto s=o — ;.

7. Le perturbasioni longitudinali, dovute, per le funi di trasmissione,
ad irregolaritd del lavoro motore e resistente, sono praticamente le piu im-
portanti negli impianti telodinamici. Per il caso generale di tali periur-
basioni basta porre df =0 ,»=cost, D=1 nelle (16) per ottenere le
equazioni che comprendono le'(15), (16) del Terradas.

Introducendo I'ascissa curvilinea ¢ =s - »¢ del punto mobile della
tune a partire dall’origine degli archi s, ed indicando allora con f, la fun-
zione di ¢, ¢, che s'ottiene sostituendo o — ¢ al posto di s in una funzione
7e —11 (St s has

o)
o)

/‘s )/‘c /s )/‘0’ L )/‘5
o T a

8 DG T

Ao

v

Dl o

(23)
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Le (16) assumeranno quindi, nel caso in esame, la forma -

; ; )6 206
Wy _ 2t UU_C’T:(L 0 =) n— rdo.t
20 A PR A

Wy _ (T T —o2
2=

i i
@) = i i
T S DU
_}_I:(T—U)Y—{— 7 St S5 0 —a YLD

ove per brevitd, si e continuato ad indicare con OV, .., le (dv),,
Da queste equazioni si deducono molto rapidamente le equazioni del
Léauté (loc. cit.) che il Terradas ricava dalle sue nelle pp. 76-78 (loc. cit.).

Dette percid e =t XJdP , 8 =n X JP le componenti tangenziale e normale

R) <
dello spostamento dP, per le (8), (15), (23) e per essere — dP = d6.n, gj

hanno subito le prime due equazioni del Léauté :

Y At X JP)

- \.,
:‘:/"ﬂleP—f—tX/.t:/‘7’:]1 . —_'u=d“U—/’1Q.
20 20 4g;

Sz

,
(h=S

N
hlo) 4

o

o |

Analogamente, poiché per le (24), (8) e (10) risulta essere :

QU P

D P) P
=5 = == — — Py = =
= (dP), N(JP) v ,s‘d“ = dy ) dt .

dalle (8), (15), (2

4) stesse, rignardando sempre
seguira :

«,f,.. funzioni di o ,¢,

D B
= UKoV ~"=n><d‘v~mm.

Y
2 i 2V A28 < RLIAY 2do
e Y e AR

e per la 22 delle (24) si hanno senz’altro le altre que equazioni del Léauté:

e T | gt

T 90 ,
)z_p’+/)2 ol e _p28 4T T
ik 20 2178 i ey



