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Matematica. — Sopra le vibrazioni armoniche smorzate di
un corpo elastico tmmerso ‘in un fluido. Nota di E. LAura, pre-
sentata dal Socio €. SOMIGLIANA.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.

Matematica. — Derwate successive di una funzione di pii
variabili. Nota di Guipo FuBini, presentata dal Socio E. D’Ovipio (*).

Per rapiditd di locuzione, noi diremo che una funzione gode iz gene-
rale di una certa proprieta per dire che essa ne gode in ogni punto, escluso
al pit un aggregato di punti di misura nulla. Analogamente, quando diremo
che un cerfo ente (punto, oppure retta 2 — cost, oppure retta y= cost, ecec.)
& generico, intenderemo che gli enti esclusi formino un aggregato di misura
nulla. Queste locuzioni abbreviano molti enunciati e dimostrazioni.

11 teorema, che dimostreremo e che senz'altro si estende a funzioni di
m > 2 variabili, ¢ il seguente:

Sia f(x,y) una funzione delle x ,y; esistano per un qualche valore

. -)n/f )nf . : 3771/' )m/"
di n le ; e quindi anche le X per m < n)
DY Dyn (e q Sz™ 2" per m = n).
)N/‘
La vyl SUG integrabile insieme al suo quadrato (?) e su una retta
oy
; i ST . Al
x = cost generica lintegrale di W dy relativo a un qualsiasi segmento,
(utto interno al campo considerato, sia uguale alla differensa dei valori
-1 3
di ——— neqli estremi del segmenlo.
.\l/"—‘ L S
* . \\n/‘
Una proprieta analoga valga per — - .

Allora la funsione [(x,y) possiede’ in punti generici tutte le deri-
vate parsiali di ordine m = n, soddisfacenti al teorema dell'invertibi-
lita dellordine delle derivasioni, integrabili insieme al loro quadrato.

} a2 ))H—H/‘ ; ;
K per esempio "‘ W([.L‘ su una relta generica y = cost (h>0;
Jay X"
(') Pervenuta all'Accademia il 20 ottobre 1912.
(*) Da cid segue gid (ofr. la Nota dell'A.: Sugli integrali multipli, in questi Ren-
diconti 1907) che tali derivate sono linearmente integrabili su una retta generica @ = cost
appure y = cost.
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m nel punti (. ,y)

h-+k < n) vale la differenza dei valori di

e (1,9).

Le derivate di ordine n—2 somo in ogui punto finite e contgnue 5

le derivate di ordine n— 1 somo funzioni delle x finite e continue su

una retta y = cost generica, funzioni della y finite ¢ continue

Su una
x = cost generica.

Le ipotesi fatte sulle derivate di ordine 7 sono gia soddisfatte nel easo
generalissimo in cui tali derivate sono limitate. Sia Q un quadv
bampo da noi studiato e limitato da vette generiche, che, senz
generalitd, possiamo supporre essere le rette 7 — 0 . 2 — 7 . y=0,y=nm.

s :‘)71 )m
Tra le funzioni ¢(z,y), tali che sul contorno di Qla gele 4 L

ato interno al
a diminuire la

Qe V
per m = n — 2 assumano gli stessi valori della /[ e derivate, che altrettanto
avvenga ¢n generale per m=n—1, che le derivate di ordine m — g
soddisfino entro Q alle stesse proprieta presupposte per le derivate analoghe
della f(z,y), scegliamone una che entro Q possegga (') futte le derivate
parziali (di ordine anche maggiore di #) finite e continue. Noj sostituiremo (2),
com' & lecito, allo studio della /(z , y) quello della »(z . ¥=/[(x,y)

—o(z,y),
che soddisfa alle condizioni imposte dall' ipotesi del

nostro teorema alla
s TV, ey v M
f(z.,y). che di pin si annulla sul contorno di Q insieme alle

2’ gt
per h =n—2, ed & tale che queste deriv
rici del contorno di Q per r =7 — 1. Imporremo alla v(z ,y) le condi-
zioni o(—2,y)=—ov(z,y) ., v(z Y =—0v=,y), v(r+2r,y) =
=v(z.y), v(@,y+ 27) =v(z,y) che ne definiranno il
in tutto il piano.

Potremo porre nel senso di Hurwitz entro il quadrato R
V=nm=w =7 =rm¢

1)

ate si annullano nei punti gene-

prolungamento

definito dalle
(s Y) ~ i//l,,, Sen pz sen py ;

. : A7p |2 ™ \4)
(*) Basta scegliere p. es. quella @(z,y) per cni . I LJ:( ;,'{) M(X\_y"lt) : dx dy
ha il minimo valore (cfr. la Memoria dell’A. nei Rend. del Cireolo Matem. di Palermo,
tomo 23). Si potrebbero anche usarc i metodi dati da
Mem.: [ problemi dei valori al contorne ecc. » Mem.

anzi ottenere che sul contorno di Q la »(,y) fosse nulla insieme alle derivate di ordine

. Levi a pag. 79 e seg. della

dei XTI, (1909). Cosi si potrebbe

(*) Se =2, si potrebbe pit semplicemente porre

W, 9) =@ ,9)+ (0,00 —£(0,y) — f(z.0),
e quindi

oz, y)=y(z,y) — ‘%tp(:r) Y TT) — % (. y) - 7"7/ Wim , m).
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dove la serie al 2° membro & convergente in media, e definisce la (2 ,y)
. . . . K £ 2
eccettuato un aggregato di punti di misura nulla ed & integrabile (1) ter-

(l) Essendo IJ(VL’..Z/) intu:‘mbilg_ per un teorema di Fatou

{ ( vz ,y)dz dy ==

La dimostrazione degli enunciati del testo (teorema di Fischer-Riesz) compie sempli
Co e sempli-
cemente con un metodo da

me gia dato nella citata Memoria di Palermo. P

oiche Zg2
w0 0
converge, sard lim > >
S = 9=n

degli indici p ,q7 appartiene all’intervallo corrispondente (7 , o

»q

pg = 0. L’apice indica qui che nell

a sommatoria almeno uno

Posta que ommatoria

uguale a g5, potremo trovare degli interi crescenti On
g On,

s Ong 5 .. tali

Sara

cosicehd il gruppo G, di punti, ove la differenza tra

i | supera in ssoluto 1la
1 XL
ng;*l_ ha misura minore di 05, - E T'aggregato Ty, = Gn e
24 L 4
sura inferiore a Ry :Q’:h_l—g""h—l—i—g’:,;,-_xdi_.“ Poiche Ty, contiene T, +10 dualunque
sia %, e poichd lim Ra =0, l'aggregato I' comune a tutti gli Ty, ha misura

nulla; e in un punto non appartenente a I' &, a partire da un »
grande

(8)

Apq SEU P& Sen gy — S

pg=1 p.g=1

Se noi dunque nella serie del testo aggruppiamo i termini in cuisa che

n.+
: 7)

(pq S€N P& sen gy —

@pq SEN P& sen QY
1

sia il termine generale della nuova serie ottenuta, questa, per l'ultima disuguaglianza.
convergera assolutamente in un punto generico, ciot non appartenente a I Per (%) e per

la nota disuguaglianza di Schwarz la serie degli integrali dei valori

ssoluti dei termini
di tale serie converge; e quindi la serie ® integrabile termine a termine. Anzi la serie
ottenuta integrando la (1), che noi sappiamo cosi convergere quando i termini sono ag-




mine a termine. Cosi pure si potrd porre:

R COS
— ~ > by, sen qy e
Rt 7 ( sen px,

dove con la notazione qui adottata intendo che si deve serivere cos pa o

e

gruppati in modo conveniente, & senz'altro convergente nel senso pin comune di tale
parola. Infatti, se w>n , m' >m, il resto di tale serie

~ n! "1" 1
‘ [ o S apo sen pa sen qy dz dy | <

I T "
= ‘l'/ ‘ ‘1- dz dy l / \ ‘ [l \_ lpq SEN DT Sen r/]/:| do dy <
Sl SEas n m

p=n q=m

M n! m!
<1/ [fwnn3 5a
SR 7 m

tende a zero per 7 —00 , M — ©.
La 2%(z,y). essendo integrabile in R, & integrabile p. es. su una retta y = cost
generica; sulla quale varra analogamente la

1
ove
1 ™~
oy = — o(z , y) sen pz d
P= o ._ ) SEps
cosicche
2 L (
s = (z,y)a
1 . 5
ed & percid integrabile rispetto alla 7. Sara cosi
N g
y ~ Bpq s€N qY,

e quindi
oz, y) ~ \_(_\;A1l,(, sen gy ) sen pis

P q

E poi:

e s N ; N
Opg = pors o(z , ) sen pz sen qy do dy = — . en qy dy s v(z ,y) sen pa da
LIRS n* o)

I

e
- ‘ sen qy «p(y) dy = Bpq -
"

Se ne conclude dunque che la serie (1) del testo si pud anche ordinare in una serie di
Fourier della sola # (o della sola y) ed anche in tal forma sarh analogamente integra-
bile termine a termine su una retta y = cost (oppure 2 = cost) generica

Proprieta simili valgono per la serie, che si oftiene moltiplicando (1) per una fun-
zione integrabile insieme al suo quadrato.
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sen pz, secondo che n & dispari o pari, non escludendo per ora nel primo
caso che p possa anche ricevere valore nullo. Tale serie (cfr. Nota a pie di
pagina) € integrabile termine a termine su una retta generica y — cost
Sard cosi: E ‘ i

\n-l” 0 >0 )
*__\(\*,,  cos px

A T 2 Upq S€N gy dax 1 7).
N =\< Jo “lsenps T ¥)

dove ¢(y) & il valore ¢ i T D i :
9(y) alore del primo membro per 7 — (. che gia sappiamo ge-
neralmente nullo. Dalla

=] = 2 [t ’
\v(\l;,senm) =N e NS
|:T[) e pq 1Y 7777112 — T,/},j,mfl_l '[’/)

si deduce che la serie al primo membro converge, cosicehe si avr-

N5 T, Sen pu ) =
N (_/’P’I sen ,1,‘,/)“]‘ —+ ¢(y) - 2 L}/” sen gy

L
p=1 \ g
Iy (7 dispari)
)gjuwl — = e
N (o e | e ( 1
P (_ //1,,1 sen yg) —— o 7)etT = ( e by, Sen ,”/\
14 q / T ]/ T 1 L)
(7 pari).
: P )
Osservando che per ipotesi -1 ammette il periodo 27, che
2, < :‘YE—.[.
‘ e L —
ol TJ n-—1 v

si trova che la formola precedente si riduce alla:

P N (N 14 Sen pa
~ (_ bpq SN r]j/) = ’ (p==0).

] o s
o 3 P (— cos px

Cosl continuando, si trovera:

R < [ <~ 1
AN [y )_
5 __(*.},,bel]l‘)/ ’._lu:}‘l.
e quindi:
RaanY S 1
v = o= (\ byq SE1 41")/) — sen pa -
o R\ ]

I coeflicienti 4,, sono dunque uguali a == p"a,,; cosl i coefficienti dello

v

sviluppo di ——
PI Y

— saranno == ¢"a,,. Convergeranno dunque le serie _\_(]A”u[,‘]‘)?

6 D (¢"@pg)?; e, poiche (phg™ ™= p* ¢ per m=n,0<h<um.
convergeranno anche le serie » (@pq g™ )%, ossia le
N\ (/)"![,'(l[../)f (h + b= L =00 15 %= 4

P4

-
ow
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lo dico che quindi convergono assolutamente ed uniformemente le serie
D phgmay, ( sen pa { sen gy
P ( cos pa: ( coS gy
dove & scritto indifferentemente il sen pa o cos pa, il sen gy o cos gy.
Infatti

(Y
o

phljm—r’zd ) sen [)". \ sen gy \" i
: DY

( cos g (cos gy |

sen pz [ sen qy ‘ 2

\
2.9 | ) cos na ¢0S 7y 3
| ety
/ sen ,/(,/\ 2
N AT i ‘*1//,,/ 1 =
i Tay e £ .'(‘,()_\m/_//
e -
1

1
= L N NG 4 N7 \/,r'z+l(/u!—/l+l/[“”[ !-:j) :

e la serie l (p"+1gm="=1g,,)® dell'ultimo membro converge, perché 4 -1
=

+m—h-41=m~+2 <7 per ipotesi. Le nostre serie definiscono dunque
funzioni continue, le quali saranno pertanto le derivate della » di ordine
m = n— 2. Resta cosi provata unma parte del nostro teorema. Per comple-
tare la dimostrazione consideriamo le serie

per m =n

% sen pz ( sen 7y
w=> ﬁl""/ur—q—.(/“’l § 8¢ L\ 1Y :
=R ( cos pa { cos qy
-1 cos , L. o
[ ~ /‘u—:yru_u_,ﬂﬂ‘ Yl (1) //,/, o ¢G0S y///

( —sen D { — sen 4y

dove nella seconda & scritto cos pz. se nella prima @ seritto sen pa . ecc,

La prima serie come ora si & dimostrato, definisce una funzione finita
e continua; la seconda una funzione / integrabile insieme a /2, perchd con-
verge la serie dei quadrati dei coefficienti (perchd h--1-4m—h—1
=m < n). Sara:

Gy o .
2 dy — i+1 I+ [~ cos pw (VY 08 (/4
L £ DR N Sl 7 et

0 ( —sen pz. /o sen qy 7
seu pa . sen qy
(B Dyl yonigpd, U
p p q q

- EEES e — T
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Poiché anche le serie che si deducono dalla w(x ,y) ponendo 1 in
sen px . ( sen m
) P o di y 7y
( cos pw { cos gy
duce immediatamente :

luogo di o di entrambe sono convergenti, se ne de-

f | “tdzdy = w(z,y) - X+ Y,

/o

dove X & funzione della sola . Y deélla sola y. Tanto hasta per affermare

. Vs . : _
che in generale S =(; dal che si deduce immediatamente che le
R ARY)

serie dedotte dalla > a,,sen px sen sy derivando non pin di 7 volte rispetto
alla 2, od alla y rappresentano effettivamente le corrispondenti derivate
parziali di o(z, ). codads

Riassumendo le derivate di ordine 7 = 7 sono date dalle ((z,7), ove
si ponga m = ed esistono generalmente: le derivate di ordine » — 1 se
ne ottengono integrando, e sono finite e continue su una retta generica; le
derivate di ordine 7 =< 7 — 2 sono dappertutto finite e continue.

Meccanica. — Swui moti stazionarii nel caso della Kowalevsky.
Nota della sig.na CLELIA SILVESTRI, presentata dal Socio T. LEevi-
Crvira ().

In una Nota recente (*) ho rilevato che, per completare le ricerche del
Levi-Civita sul moti stazionarii nel caso della Kowalevsky, rimanevano da
precisare le condizioni di stabilitd per due tipi, chiamati 2) e &). costituiti
ciascuno da oo® soluzioni particelari, e provenienti. rispettivamente, dal solo
integrale delle aree e dal solo integrale della Kowalevsky (rimanendo esau-
vita la classe pitt ampia che sfrutta entrambi gli integrali ad un tempo).

In questa prima Nota, dovro (per ragioni di spazio) limitarmi allo studio
del tipo @). Col permesso dell'Accademia esporrd, in una Nota successiva,
quanto si attiene al caso &).

1. Moti provenienti dall’integrale delle aree. — La funzione caratte-
vistica del sistema canonico che definisce il moto di un solido nel caso della
Kowalevsky pud seriversi sotto la forma:

( s sen*d
| Ps o sg Pr aF

€08

1 2 cos ¢

_+.

Hi= . — sen + ¢os /,

| —

) el
§ e e -
sen®y 1@ senty PrPe{ T35

(*) Pervenuta all'Accademia il 21 ottobre 1912

(®) Cfr. precedente fascicolo di questi stessi Rendicouti.




