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4. Gli sviluppi (1), (4) si estendono alle funzioni di tre variabilj (*):

i . e ) ) L & x
le funzioni Yry(x,y,8) (r=1....e ., ¥=1,2,..), per cui essi pro-
cedono, soddisfacendo a condizioni del tutto analoghe alle precedenti [+

)
10E® @ 10067
L'esistenza effettiva di sistemi di funzioni che soddisfano a queste con-
dizioni si dimostra per via COMPLETAMENTE analoga a quella, ora seguita
pel caso di due variabili.
ERRATA-CORRIGE
Nella citata Memoria Gli sviluppi in serie ete. (Nuovo Cimento, novembre 1912)
nella formula che da I'enunciato del lemma di Schmidt (§ 2) al posto di ¢;(z) occorre
leggere @:i(x); nel quinto rigo (non contate le formule) dopo la formula (7) invece Jre
« poich® @y(a) & zero » occorre leggere « poichd yy(a) © zero »; nelle formule (22) ¢ @5)
% (n,0) %Wy(y.0)
a,,];- 2 D’]j
Mflo,n) *w(o.n)
377‘3 ’ D”l *

al posto di occorre leggere (come del resto apparisce evidente da)

contesto)

Meccanica. — Sopra le vibrazion: armoniche smorzate dj
un corpo elastico tmmerso in un fluido. Nota di E. LAura, pre-
sentata dal Socio C. SOMIGLIANA.

E fisicamente intuitivo, che le vibrazioni di un corpo elastico isotropo
vibrante in un fluido indefinito non possono essere in cenerale delle armo-
niche semplici, qualora vibratore e fluido non sieno sollecitati da forze di
massa. Il moto del vibratore & comunicato. invero. in parte al flnido e quindi
la sua energia totale tende ad estinguersi.

Mi propongo nella presente Nota di dedurre simile risultato dalla con-
siderazione del comportamento all'infinito di potenziali analoghi a quelli
gia considerati dall’' Helmoltz e supponendo inoltre la continuita della ten-
sione e della velocitd normale attraverso la superficie del vibratore.

1. Sieno (%,v,w) (% .0, ,w,) due spostamenti regolari nel vibratore
(spazio 8), i quali verificheranno percid in S le equazioni dei piccoli moti
dei corpi elastici isotropi. Se (X,,Y,,Z,) (X®,YY . ZM) sono le corrispon-
denti tensioni unitarie sulla superficie o del vibratore attraverso 1'elemento
di normale interno », il teorema di reciprocita fornira I'equazione :

e e i : o -
D fe(Spu+22s SO T IO TR PP
( ) ‘/Sg V2 l+ V2 l+ NE w, NE U L v — N w VdS =
=f(xyu' + Yyv, +Zyw, ).C) Y v Z\Maw) do

ag

56, come supponlamo, il vibratore non & sollecitato da forze di massa.

(*) Cfr. Nuovo Cimento, loc. eit.
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[l moto generato nel fluido (11 guale & supposto inizialmente in quiete) 1
ammetta un potenziale di velocita @, il quale, poiché il moto del fluido |
come quello del vibratore & supposto piceolo, soddisfa all’equazione : |

‘D 2 2 2
(2) L . J N e
P/ Y2 W 222

In essa ¢ & la velocitd del suono nel fluido, e questo & supposto pure non
sollecitato da forze di massa.

Gli spostamenti considerati nelle](1) sieno possibili nel vibratore quando
e immerso nel fluido. Esisteranno in corrispondenza due potenziali di velo-
cita @, @, che, oltre soddisfare la (2). verificheranno sopra ¢ quelle con-
dizioni che derivano dalla ipotesi supposta della continuita delle tensioni e
delle componenti normali di velocitd attraverso o.

Abbiamo cosi le equazioni (sopra o) (1):

4 P}/ v } 3
(2%)
/ QU V&L WY , W % 20
Uw AW ww
e quattro analoghe per lo spostamento u,.v,,u, e il potenziale @,. Da
queste si deduce:
P/ AT Y by PRI
Xyur + Yvor +Zvwer =g »(/1_1—_'- o T ﬁ.):é" ’j‘Q/
2D, Py ) Py AP
) 7 (1) a &, hX / Y 0@,
2 Z w =90 (——— —_ —— ) S
el o o LSS v r L ‘1') ST
La (1) diviene allora:
" [du U, g Vi 20,
3 — --——‘4—--)&':0 | Gl — .,\\):/O’.
(R ‘s ( e T NE e )\ s Y,

Supponiamo ora lo spostamento nel vibratore, e il potenziale di velo-
citd nel fluido dipendere da 7 a mezzo di un esponenziale.
Poniamo cioe:

\ u, 0, w=e Y up,vm, wn) . u,v 0, =2e"(u,,v,,w,)

4) . e
( / @ = uy, e*ng, . D) = u,eM' @, .

Le %m , Um0, m s Pm ,--- Son0 funzioni di posizione e soddisfanno a equazioni
che o facile formare. Le 4,,, 4, saranno poi radiei di una equazione trascen-

(*) e: © la densita nel fluido.
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dente in 4, la quale si ricava dalle equazioni in superficie (del tipo 2 4/s)
nello stesso modo in cui si ottiene 1'equazione di frequenza delle vibrazioni

libere di un corpo elastico (*).
Con la posizione (4), la (3) diviene allora, dopo facili riduzioni:

(5) Q(lsn — l,:,) J{ (um Un + Um On + Wm U'n) ’/S —

L Wy ' =+ 09, 19 P ‘'m
= — (N ‘_(";u‘lm ¢ — A9 ¥ )’/6

0)
'lm )'n B R e LY

Sia ¢, una superficie tutta esterna al vibratore. Diciamo », la sua nor-
male interna, S, lo spazio compreso tra o e o,. In esso si ha [per la (2)]:

(‘2-’%” — '1,, $m
cEAqn —Aa
E poiché per il lemma di Green si ha pure:

~N

R = L X
j;lqmdq)n s, =P !/G—‘ ‘ﬂ‘l/ % i LJ:(%. L) dS,

dove si e posto:

Jl(q‘m '

ayremo infine:

- RPn al 2 Dq,;) P | i A 0, = ki dge
tfc(/.m Pm 0 — AP, X /O’_>‘7 (vl'm(fm > ~—ihn P ?)’[)l —

— (05— A2) N (Pinsipa) a8
8,

La (5) allora diviene (supposto 47, — 47 == 0):

(6) 0 ‘ (dm Un + Um Un + W Wy ) //S + 0, ‘ /1|((/m ’ ([,,) //S1 e
. /8y

=, W Wn 1 e 29, i 3
=k O 1, A, 22 E . (/"lu P = = A @, ,(I",‘) do, .

m n+/ 04 oV, h

Nel fluido si ha d'altra parte propagazione di sole onde progressive ;
. . . L . \ . Cd ’
il potenziale di velocita nel fluido sard dunque esprimibile nella forma di

() E cioé dalle equazioni in superficie, che nell'attnale problema sono quattrc
a 80 attro, o

da quella della superficie del vibratore si eliminano le z,1,3 ¢ la #. Cfr. le mie due

Note in questi Rendiconti, vol. XXI, 1° sem., pp. 754-759; 2° sem., pp. 20-25, dove una

slmile equazione & calcolata nel caso delle vibrazioni di una lastra piana e nel ¢ |
i i H 3 ] CAS0 A1

una sfera vibrante radialmente.
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un potenziale ritardato, e le ¢, , ¢, sotto forma di potenziali generalizzati
di Helmoltz (*):

hgmii
on(Q) = [ B(P) ‘T is,
() | ,

SP«L ‘2)— (F(P) as ,

essendo P la posizione dell'elemento 4S e r la distanza dei punti P, Q.
L'equazione di cui 4, ,Z, sono radici (che solo per brevitd ma impro-
priamente (*) dird di frequenza nel segnito) & a coefficienti reali: pobremo
percid assumere nella (6) per 4, .4, una coppia di radici complesse coniu-
gate. Per la validitd della (6) supporremo inoltre diversa da zero la parte
reale di 4.
Poniamo :

A p )
P ;3 + L
7

Avremo allora:

y=(hi=k)r —(h+1k)ry —(A+iK)r
o7 AR 43 y R L el Lda | R,
— (h — ik) : '—lx—f- ) = ’\:]\"“71»

7 ) ri

(*) Se le 4 sono immaginarie pure si hanno quei potenziali per primo considerati

dall' Helmoltz. Per la loro irregolarita all'infinito nel caso di A imaginario puro cfr. Po-

ckels, Ucber die GQleichung 4su—-h*uw = 0. 1l caso di 4 imaginario con parte reale di-
versa da zero ® stato cuonsiderato da me nella Memoria: Sopra i moti vibratori semplict
¢ smorzati ecce. Ace. Sc¢. di Torino. tomo LX, serie II.

(") Se questa equazione ammette invero una radice «-i8, a questa corrisponde

una vibrazione del tipo smorzato (efr. la mia Memoria sopra citata) se @ <<0. Questa &
9

di frequenza B (.-'\‘,;» di periodo —~); la quantiti @ & poi un coefficiente di smorza-

mento. La suddetta equazione dovrebbe percid dirsi 1'equazione ai periodi e agli smor-

zamenti
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sono le posizioni degli elementi dS,dS, e r,r sono le

nella quale P, P,
punti dall’elemento do,. Semplificando otteniamo :

distanze di questl

L=—M i [ F(@) F(P)) dS a8\ X
4hk  JsJs
L ‘ iﬂ kcos k(r —ry) 4 hsen k(r ,-,)1 ot do, +
g |

1 .
1+ — | | F(P)F(P,) dSdS, x

Qhk Js s
~ phtrer) T it ‘ : i ‘ ¥
X | (®—FK)senk(r —7r) — Rk cos k(e — 7)) | = do .
o -

Gli integrali superficiali del 2° membro hanno signifieato pure al limite
quando come superficie o, sl assuma quella di una sfera il cui raggio R
tende a divenire infinito. Poiche d'altro lato il 1° me la (6) nella posi-

zione (7bis) fatta & sempre poOSITIVO (€ peI pia crescente con R), ed il

mbro de

e pur esso pl,":itl\ﬂ. dovra aversi:

coefficiente o,
fm Wy

[0

Al limite il 2° integrale che compare nellespressions di T Al trasensi-

7 : /
bile rispetto al 1°, e = tende a —1. Il segno di L (al limite) & dunque

aVy

quello di:

}l“')“/;'- \ \ F(P) F(P,) IS dS., X

Iy — i

2hk sJ/S
> =hir+s
< |
el {kcos k(r — ) (r—r)!}do
Si seambi l'ordine delle integrazioni, allora subito si vede che & nullo
1 inteorale che contiene sen z(r — 7). E poiche allora:
T _]’_);I___ b,/,;\‘\p;p)',_,_;,,\\}:], g
PSR BY) LI Tres il ) cos kr, dS; +
(® nl /‘—]” '_y
+ ) P(P)——sen krdS | F(P,)— sen kr, dS,

2h o (e ’

ucilifiste A = oM .
= lim Lj‘/ | da, ‘[ | F(P) Sialng «/.\'*‘\ L
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si-conclude che il segno di L, (e quindi quello dj L) coincide con il segng
di #. : &

Per quanto precede si dovra dunque avere:

h<0.

Siccheé: le sole vibrazioni del tipo:

e~"[cos kt.u(x .y , 2) — sen kt w(z,y,z)],

dove % == 0, che possono sussistere nel moto di up corpo elastico immerso
in un fluido sono quelle per le quali si ha-

h < 0

ossia quelle di tipo armonico smorzato.
Per discutere le armoniche semplici e i moti aperiodici de] vibratore
0citd) ma bensi

devesi non piu ricorrere all'equazione (6) (teorem: i
all'equazione delle forze vive. Rimando questa discussione a una 2* Nota,

Matematica — Serie di Taylor ¢ funzioni ana, ticke di piy
variabili. Nota del prof. Eusenio ELia Levl, presentata dal Cor-
rispondente O. TEDONE.

Matematica. — Sopra le funzioni ordinatrici. Nota di F1-
LIPPO SIBIRANI, presentata dal Socio (. Somrcr IANA.

Le precedenti Note saranno pubblicate nel prossimo faseicolo

Millel‘&lllg'ia'. = [»"{-5)‘-}’."’ lelle cave di pietra ‘,'.J"rf al SJ:\“:\“L‘,
di Chiesa (Val Malenco). Nota di L. MAGISTRETTI, presentata dal
Jorrisp. E. ARTINI ().

In una precedente Nota (*) ebbi occasione di descrivere il giacimento
di minerali delle cave di pietra ollave al Sasso di Chiesa.
Caratteristici minerali di questo giacimento sono: Granato. Vesuvianite,

Aragonite, Apatite, Clorite e soprattutto Ilmenite.

(') Lavoro eseguito nel Laboratorio di Mineralogia del Museo Civiet di Storia Na-
turale in Milano.

(*) L. Magistretti, Osservaziont sui minerali delle cave di pietra ollare al Sasso
{i Chiesa (Val Malenco). Rend. R. Ace. Lincei. 1910

Renxprcontr. 1912, Vol. XXI, 2° Sem Q9




