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Sicche. data 'arbitrarietsy dell- 1medi I
. i 7 ntrarietd della 7, resnlta Immediatamente che. affinché
s1 abbia

Q’;//l == ' (/‘[J/[’I

e necessario e sufficiente che sia A = (),

Come pure, richiamando Ia nostra espressione generale della densita,
resulta ovviamente il secuente teorema :

Data l'azione esterna di un corpo z, resultano determinati ]a massa
totale del corpo. il centro di massa del COIpo stesso. gli assi principali di

inerzia. e le differenze fra i momenti principali d’inerzia.

Matematica. — Sopra le funzioni ordinatrici. Nota di Fi-
LIPPO SIBIRANI, presentata dal Socio (. SOMIGLIANA.

UNIIoNL 7 eali d;

1. Nella mia Nota Sulle funzioni or inatrici

una o pir variabili reali (*), ho definito come funzione ordinatrice di una
funzione limitata e continua /(2) in » . } ma funzione Of(z) continua
non decrescente (o non crescente). che prende in @ ... 4 tutti e soli i valori

di /(z) e per la quale e

Ivi ho introdotto anche le funzioni ordinatrici delle funzioni limitate e
continue di piu variabili rispetto al complesso delle variabili o rispetto ad
alcune sole di esse.

Alcune semplici osservazioni permettono qui di provare che se una snuec-
cessione di funzioni continue di una o piu variabili tende uniformemente
ad una funzione continua, le funzioni ordinatrici corrispondenti tendono, pure
uniformemente, alla funzione ordinatrice della funzione limite

In una lettera indirizzata al prof. Somigliana e da questi riportata
nella sua Nota, Considerasioni sulle funzioni ordinate (®), il prof. Volterra
considera un processo di ordinamento per una funzione finita anche discon-
tinua. Ma a me sembra che per certi tipi di funzioni discontinue non si

possa introdurre il concetto di funzione ordinatrice se questa debba avere

2%, pp. 694-701. Culgo 1'ocea-

(') Rendie della R. Acead. dei Lincei, vo
evisione delle bozze della Nota

sione per notare due errori che mi sono sfuceiti
he gla), devesi leggere Ox(z); e alla pag. 699,

citata. A pag. 698, linea 6* dal basso, anzic

linea H5», anziche o, Sideve legeer —-

(4=3)=0 el

Lincei, vol. VIII, serie 5% pp. 125-135.

(i) Rend. della R. Acecad. dei
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tutti e soli i valori della data funzione e se, ammessa per quest’ nltima
I'integrabilita, gli integrali estesi al comune intervallo di definizione deb-
bano essere uguali: mel n. 5 indico un siffatto tipo di funzioni.

2. Dette 1, 2", L le misure degli insiemi di punti in cui /() &
in ... b rispettivamente minore, uguale e maggiore di A, numero compreso
fra il minimo w ed il massimo M di f(z), la funzione Of(x) ¢ la funzione
che in z=a -+ 1", in z=0a+ 1P+ A0 =p— L, e nei punti inter-
medi, ha il valore A, quando si faccia assumere ad A tutti i valori com-
presi fra w ed M.

Sia data una successione di funzioni limitate e continue in a... b,

1) f[i@), fo(@) e s fl(@) 5 oo

che tendono uniformemente ad una funzione continua F(z).
Si costruiscano delle (1) le funzioni ordinatiici

(2) 0RO (@) SO ()R

vogliamo provare che codeste funzioni tendono, pure uniformemente, ad OF (z),
funzione ordinatrice di F(x).
Poniamo, per brevita,

a + [if") o x(r")

A—0

(fn) (fn)y ___ (™
@ + ’j‘\ + )'A e
Per la convergenza uniforme delle (1) alla F (), prefissato un numero &
piccolo a piacere, esistera un indice » tale che, per ogni # > e qualunque
sia z di @...0,

F(z) — 0 < falw) < F(z) +o.

Allora, se p é il minimo ed M il massimo di F(x). per qualunque valore A
compreso fra w—o e M -+ o, sara

A(F+0) () A(F—0)
Ty KB, <Z

7A—0
., (F+0) L (fn) F—G
J"A+o < 'cA+0 < xA+o :

Ma poiché le funzioni ordinatrici sono non decrescenti, dalle precedenti disu-
guaglianze si deduce

O[F(x) — 0] < Ofn(x) < O[F(z) + o].
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Daltra parte, per essere
(F+0) (¥ PCEECY L Ey
‘7"\—u T /‘f\.—':l—n 2 A0 M ‘[(,\—5)41) ’
,A(I-—U) A ke 7 (F) /.(l'—’)" Lo ,'(F)
A0 T %a+or—o ) AHD LT arg)e0)
81 trae
=y O[F(z) = 6] = OF(z) =0 ;
quindi

OF(z) — 06 = Ofu(2) < OF(z) + o

per ogni z > v in tutto «..4: cip che dimostra. come ei eravamo proposti

-
il teorema:

Le [funzioni ordinalrici di una successione di funzioni limitate con-
linue che tendono uniformemente alla funzione continua F(x), tendono,

pure uniformemente, alla funzione ordinatrice di F(x).
3. Siano
(3) (@ g), fo@,y) s fulz . g). ...

infinite funzioni limitate e continue nello stesso campo quadrabile o, le
quali tendano uniformemente alla fanzione continua F(z, ).

Se d & un asse per Vorigine degli assi cartesiani. nel 1° e 3° quadrante,
sul quale la direzione positiva sia quella che con la direzione positiva del-
l'asse o forma un angolo acuto. ogni retta 7 normale a ¢ e che abbia
qualche punto in comune con ., da luogo. insieme con la parte del contorno
di 4 che rispetto ad » sta dalla banda negativa di ad uno o piu pezzi
di 4, la somma delle cui aree in valore assoluto e determinata.

Se A & un numero compreso fra il minimo u, ed il massimo M, di

fu(@ ,y) in 4, siano g Yo G" le misure superficiali degli insiemi

dei punti in cui /,(2.y) & minore di A . uguale ad A, o maggiore di A.

()

Sia 7™ la retta normale a d che con la parte anzidetta del contorno

di 7 limita un'area misurata da g,"- Definiamo in 4 una funzione che

f )
(

sui punti di /'\” appartenenti a 4 ha il valore A e, se Y. =+=0, ha il

valore A anche nella porzione di .# (e suo contorno) limitata da 7y 2 eilda

quella parallela che con la precedente e con il contorno di forma 1'area

y""". Al variare di A fra w, e M,, si ottiene una funzione Of(x,y) continua
A
in o, crescente secondo la divezione degli assi, che prende tutti e soli i

valori di /(2 ,y) e per la quale @&

| fula, ) da dy = 1,.0fa(x . y) da dy .
4 ' J4 ’

RenprconTr. 1912, Vol. XXI. 2° Sem 108
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Codesta funzione & una funzione ordinatrice d (2, y) rispetto ad entrambe

le variabili.
Orbene, sussiste il teorema:

La successione delle [unzioni ordinal ‘ (8) ¢ convergente in
equal grado alla funsione ordinatrice di F(x . y). quando, b weso, per
tutte le funzioni (3) e per la F(x.y) st cousery t stessa direzione d.

Per la convergenza uniforme delle (3). prefi un numero o piceolo

a piacere, per ogni 7 maggiore di un determinato indice », sard, in tutto «,
(4) Flz,y) —o < fulz,y) < F(z, 0.

Essendo w il minimo ed M il massimo di F(z,y) in 4, per un qual-

sivoglia valore A compreso fra u —a e M sard, ponendo per brevitd
| =
g —=ih;
P 2 s
Per la costanza delle funzioni ordinatric su stte normali a 4. e per

il modo della loro erescenza, dalle disnguaclianze precedenti si deduce che

O[F(z,y) —a] < Ofu(z,y) < O /) -+ o

D’altra parte, poiche

+6
9. =
j & _7=r__ / 8
si trae
O[F(z,y) =0d]= 0Ol o

Sara allora, per ognl z > e in tutto .7.
UI:{J‘_‘/‘—O’-/‘U"/| OF(z 1) 4= @,

¢id che dimostra il teorema.
Lome ho osservato nella mia citata Nota, a ette normali a 4 si

possono sostituire curve di convenienti famigli

4. 11 campo 4 sia limitato da due curve di equazionl “W),
Z=B(y), con a(y) e
sendo a e 4 Je

P(y) funzioni continue. ad un valore, in @ .. b, es-
ordinate minima e massima del contorno stesso: il contorno

Puo, eventualmente, oltre Je qye curve, comprenders due segmenti sulle rette

Y=asy=—=k,
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Data in 4 una funzione [(z,y). e fissato per # un valore 7, 81 pud
costruire di /(z,7), funzione della sola 2, la tunzione ordinatrice. Se altret-
tanto si fa per ogni y compreso fra ¢ e 4, si ha una funzione, che indiche-
remo con O/ (2 ,y), continua, che prende tutti e soli i valori di f(x ,y),

cresce secondo la direzione positiva dell'asse 2, e soddisfa alle relazioni

Bap Bap
‘ [l sy do— ( Oz filz, y)dz

(y) ey

(, [(z,y)dz dy = [d O(z . y) dx dy .

La O, /f(x ,y) dicesi « funzione ordinatrice » di f(x ,z) rispetto ad .
Sussiste il teorema:

Se le [unzion:
(5) [y By e ) e

tendono ad wna funzione continua ¥(z ,y) 1 lol guisa che lo successione
delle stesse funzioni in cut si sia fatto y =7 (con § qualunque, compreso

fra a e b) tendu uniformemente ad F(z,7), allcra la successione

(6) Ou /(2. Y) s O fo(z ) s v s On fu(z , y) « -
tende a O, F(x,y) in guisa, che ogni successione che si ottiene da (6)
mettendo y =7, lende uniformemente a O, F(z 7).

Basta ripetere la dimostraztone del num. 2, una volta fatta, nelle (5
Y= o

Ed ancora vale la proposizione:

Se le (b) tendono uniformemente a F(z.y), le (6)
memente a O.F(x,y).
Pel teorema precedente, se per ogni z» > e

o

tendono 7/77/‘/‘0 7=

F(w ,7)—o < fulz .9) < Ez.7) |0,

si deduce

(7) OF(2,7) — 0 < Ofu(z .7) < OF(2.7) + o;

dove » dipende da 7. Ma se le (5) tendono uniformemente a F(a, y), per
tutti i punti di 4 v'ha un numero » tale che, per # > », & verificata la

(4); epperd la (7) vale per qualunque 7 compreso fra ¢ e b: & quanto dire
che, in tutto 4,

0, F(x,y)— o< 0fu(z,y) <OF(z.y) -+ o;

¢id che dimostra il teorema.

5. Nell' intervallo @ ... b sia f(x) costantemente nguale ad A, tranne
che in due punti ', in cui assume i valori A",A", entrambi maggiori
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di A. La funzione ordinatrice di /(x), se esiste, deve essere non decrescente:
epperd il punto od i punti in cui essa assume il valore A’ debbono seguire
tutti quelli in cui prende il valore A, ed il punto od i punti in cui a

101

sime

il valore A" (maggiore di A’) seguire immediatamente quelli in cui prende

*b
il valore A". D’'altra parte, poiche | /(z)da \ )y ne mai f(x)< A,
i punti in eui Of(x) prende i valori A’ e A” devono c stituire un insieme
di misara nulla. Ma una siffatta funzione non & d bile, giacché sarebhe

quanto dire che la funzione ordinatrice in

leve avere 1l valore A", e, nel
punto Z‘////]{‘(,"/.}"/f(l//.’L/Z"‘(’ Di

ecedenle, 11 valore A'. | stessa cosa si puo
tere se f(x) & costantemente nouale ad A, trann
(>2) di punti o in un numero infinito d

l'l,H“

L un numero hnnito

pun ostituent: un gruppo di
misura nulla, nei quali /() assume valori diversi d \
Osserviamo che se j valori assunti da 7o li A, si possono

ordinare in una Successione crescente (o decrescente) A \ Ry

.\i
puo definire una funzione F(x) non decrescents I prende tutti e soli i
valori di /(z) il eui integrale esteso ad e da quello esteso
allo stesso intervallo di /{Z) per una quantitd ». prefissa piccola a piacere.

Se M & un numero non superato da f(x). sia d numero tale che

7 allora si consideri la fanziope I

F(xz) che in a...6 — 9 &

uguale ad A; jn p—g 35 __ 2 . ugnale ad A “ 2N, 2

P e e 3 2° )
uguale ad Ay, e cosi, i general e 4 : iguale ad A

: 5 g

La funzione F(,) prende tutti e solj j 1 decrescente ed
1l suo inteorale esteso ad
(b6 —a—0)A +d > 1 < (} \

1 =g/ A

mentre quello dj f(z), esteso allo stesso int

LYdllo, ¢ manifestamente (/ a)A.




