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Matematica. — Sulle funzioni permutabili di seconda specie.
Nota III di Liuiet SiN16ALLIA, presentata dal Corrisp. G. LAURICELLA.

1. In due Note precedenti (*) mi sono occupato della determinazione
delle funzioni permutabili con una funzione data. quando questa & la somma
di un numero finito di prodotti di una funzione della sola z per un'altra
funzione della sola 7. Lo stesso problema fu contemporaneamente risoluto
dal prof. Volterra (*) il quale fece vedere come esso possa, almeno nel caso
generale, ridursi a quello della determinazione delle sostituzioni lineari per-
mutabili con una sostituzione data. Ora mi propongo non solo di mostrare
'accordo di tale risultato del prof. Volterra con quello gia da me stabilito
ma anche di far vedere, applicando la teoria delle forme algebriche bilineari
di Frobenius () come le funzioni chieste nel caso generale si esprimano per
mezzo dei nuclei iterati del nucleo dato. Comincio qui coll'occuparmi di
questi nuclei iterati, fra i quali sussisteranno le stesse relazioni che esistono
fra le potenze delle forme bilineari, riserbandomi di trattare in una

sucecessiva delle funzioni permutabili del nucleo dato.

I. — I NUCLEl ITERATI.

9. Se la funzione F(z,7) é definita nel campo (¢ =2 =4, a0 =y =5)

la funzione

Fuax.y) = | Fi_i(z.s) F(s,y)ds {e—=—2%580)

quando si prenda F\(x.y)=F(x.y), dicesi nucleo iterato di ordine & del

nueleo dato F(a, ). Supponiamo che il nucleo dato F(x,y) sia uguale

alla somma di un numero finito di prodotti di una funzione della sola x
per un'altra funzione della sola . di guisa che se ¢.(2) , W.(y) costituiscono

il sistema ortogonale completo della F(a,y) si abbia

\ @, (&) Yr(2)

7L A,

=1

(1) R )=

(") Sinigallia, Su le funzioni permutabilt di seconda specie, Rendiconti dell'Acca-
demia dei Lincei, Nota I (ser. 5%, vol. XX, 1° sem. 1911); Nota IT (ser. 5% vol. XX,
sem. 1911)

(*) Volterra, Sopra le funsioni permutabile di 2% speice e le equazioni integraly
(Rendiconti dell’Accademia dei Lincel, ser. 5%, vol. XX, 1° sem. 1911).

(%) Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen (Journal fir

00

d. r. u. a Mathematik, Bd. 84 (1878); Encyclopédie des sciences mathématiques (édition

frangaises), tom. I, vol. 2, fasc. 4, pag. 440 ¢ seg.




Ponendo ora

sard

Aoda

1
ed in generale se
1\_\)». S¢ = < A® A
54 () s¢ = :
(2)
Splle N \"\,, . t=1,2 )
avremo

Fii——

("i) FA‘\/ 1Y) = \ 'A\

3. Se ora consideriamo il nucleo Fi(z.y) ¢ una forma bilineare coi

. T . @iz

coefficienti =% e 1o variabili ;—_ Yrly). per le (2)
A Aj

sara la potenza (/

| nucleo Fi(z . )

— ])ma

(secondo Frobenius) del nucleo F.(z ., 7). Pereid
la successione dei nucle RS H condurrd certamente ad un nueleo che
sara una combinazione lineare
nuclei precedenti. Se I (4

p\Z,¥y) € 1l nueleo del minimo
tale propriety, ayremo

omogenea a coefficienti costanti di tutti

ordine che gode di

(4) o, ¥(z , y) —+ 2. Fy(z . Y+ - ap F (2

t p y)=1()

essendo le ¢ delle costanti ed ap == 0. La (4)
nimo ordine cui soddisfa i]

mero intero positivo

1 dira /«‘///I//_‘M,//«' del mi
nucleo F(z 1)

Dalla (4) qualunque sia il nu
7 si deduce

I

a Foii(z, y) 4 ayF, (. y)+ -+ tp Frop(x, ) = 0
€10€ ogni pucleo di ordine maggiore di » ¢ pure una combinazione lineare
Omogenea a coefficienti cost ]

anti di F, P, . ]

U p—1 .
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L'equazione caratteristica del nueleo Fyo(z , y) sara

Ay Ay A
)~| y l 5 fohsks i
éﬁ -x.-: s :xrl?
Q(s)=| 1, 2, ST T =
AIH 1&'_'/' Auu
SHT g i A CHOIOETETTT ——
4 Ao An

=]
= b+ bys —+ bys* - + b " =0.

E se x(s) ¢ il massimo comun divisore di tutti i m inori di

ordine z— 1
del determinante £(s) e

9(s)

= Z(SD': U~ a8 4 azs®* 1 - - . —+ a, 5P

I'equazione del minimo ordine cui soddisfa il nucleo F(z
la (4).

Invece, se i divisori elementari del determinante £(s) sono potenze di
basi tutte diverse f

,» y) sara appunto

loro sard y(s)=1 e 6(s)= £(s). Inversamente se
0(s) = £2(s) sard x(s)=1 ed i divisori elementari del determinante 9(s)
saranno potenze di basi tutte diverse fra loro.

Dunque la condisione necessaria e suficiente perche
/’, ]“[./' ’ .(/! == /.’; F-:'-’ v Y) + Ty + /l/rl+l F;.\uk-/ 5 //] = U

sta 'equagione del minimo ordine cui soddisfa il nucleo F(z,y) é che ¢
divisor: elemenlari del determinante R(s) siano polenze di basi tutte di-
verse [ra loro. Quando cid accade (e soltanto in questo caso) i nueclei
F,,Fy,...F, saranno tutti linearmente fra loro indipendenti ed i nuclei
iterati di tutti gli altri ordini saranno delle loro combinazioni lineari omo-
oenee a coefficienti costanti.

4. Perd quando il determinante

At i TR
77 M s gt e Ll
:\,,l . . . ~\un

® nullo ed ha la caratteristica ¢, 'equazione del minimo ordine cui soddisfa
il nucleo dato non pud avere ordine maggiore di ¢ - 2. Infatti se

(
{

(H) Again = N\ Wi App E=1,.n—q; h=1,..0);

p=1




ponendo
®6) @)=

avremo

e le @
Quindi. se

B = | @i(s) Pi'(s) s =

poiche, per le (5),
B-y.;,z\ Wy ; B (—

avremo

Ora anche il determinante |B;’| potrebbs

piamo in cenerale che le costanti B/

(=21 h=1

(r)

essendo le up; delle costanti ¢ ¢—, = #
ancora che il determinante

B e, @ e BY

B

’
L R ["/r—.,:r-

M(z) saranno fra loro linearmente indipendent

T

v

s1 pure le Yi'(y).

percid suppo-

’."IHI"'"

Supponiamo




sia nullo ed abbia la caratteristica qr 2, sicche

Qr=s

(8) BY a= > ulBG,
s=1
(= Gr—2 5 h=1,..¢py ; r=2.,83, ..k — 1)
e che le funzioni ¢”(z),y?(y) siano definite dalle relazioni

1
g O(z) = gi(z) ; wf“‘m:;wy)

Qr—2 y
9) ) P(@) = > BEHgr-b(y) C:iw?ﬂg
s—1 e
//’—ﬂfqr—x
VO =Yy + N uwrsi(y).

Dalle formole precedenti segue subito che, se

E— ui
Gre1—qr
( et o S i (R
o) POTT = pG ) p g
s=1
si ha
l r=1 qz—1—q- - S
N sl
(11) YO = = ¥iy) + 5 S T T Yaer(y)
= e e

Infatti la (11) per » =1 coincide con la seconda delle (6). Inoltre supposta
vera la (11) per un valore di » per le (9), (11) avremo

Jr—1—1qr
¥ Yi(y) wiy!
e e T h 2 Va(¥) +
i = :1 q.+7
r—1 fo—1—0a Ira— 0
1 N 1 N
S, Pe=1,r=0—) -1)
S R (P SISt PR
a=0 ¥=1 pp° " s=1

e per la (10)

. I "“u—r a)
ll,:7+l\ ool -} = U'i(!/) \ \ l'“ lﬁ]_[ (I/) 3
il 6—=0 7—1 2

ciod la (11) sussiste anche per » 4 1.

Renprconti. 1912, Vol. XXI, 2° Sem. 109
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—_— ) —/

Secue anche dalle formole precedenti
o

(12) B L — 2_ wei™ BEW
1
= y — (e
(=1, grx1— Qr—; =1,..0qr;7 )

e —4),
Infatti per le (7), (8) si ha

qp+1,h

B(f-‘r}} p— \ ‘“:r \

M

7 \ ‘
e quindi

(12")

cioé la (12) sussiste per z . E su vera la (1
per le (7), (12)

el valore = poiche

+4h

BID o — N p=hT) )

' (
=

1" BY
avremo per le (12'), (10)
qr ~ — i |
B:Ir*-‘/ = \' .“‘vvl-l... \ e " L ,‘ B
i 5?1’ o—1 \
N\ b B
cioé la (12) & vera anche per = 4 1.
Posto cid se
Qr—s
F(z,y)= h) BN o™ P(z) y{~™y) (r=2,38 1),
i,h=1

e quindi

ket
(13) Faa(z ,9)= > B g9z yi?

t,h=1
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poiché le BY™ soddisfanno alle (8), avremo per le (9)

Th—z
(14) Fa(z.9) = > ¢~2(2) Y820
/_h_:l
donde per 1'ultima delle (7)
W B®)
Falec , ) — T \ ;m ¢=(z) Wn(y) -
==l
Percio tenendo conto della (12
i g e SN
et k==
Py, y) = ,\_B‘h’;-‘ q‘%ﬂ’m} ‘”3'(’") S 7, Ya,+5(9) | »
=l r—0 s—=1I A

e per la (11)

(15) Fu(z .y) = Y Bh" o 2(z) w‘.,"'_'”(y).
=

Chimica. — Swi solfoalluminati d’argento (‘). Nota di Livio
CaumBI, presentata dal Socio R. NASINI.

Le ricerche che comunico sui solfoalluminati sono in relazione con quelle
da me iniziate sui solfosilicati, che ho gid in parte reso note (&)

Lo studio di questi solfosali interessa per le conoscenze sul comporta-
mento, come solfoanidridi, dei solfuri di silicio e di alluminio; comporta-
mento finora assai poco studiato. I solfuri di silicio, SiS., d'alluminio, Al S;,
di boro, B;Ss. sono nettamente distinti dagli altri solfuri omologhi per le
loro proprietd chimiche; i loro caratteri fisici si allontanano pure notevol-
mente dagli ossidi degli stessi elementi: presentano la massima diversita
che sussista fra solfuro e ossido di uno stesso elemento.

Un confronto dei solfosali con gli ossisali degli elementi su citati, e
con i solfosali di elementi a eguale grado di valenza presenta un interesse
generale.

Ma anche altre considerazioni mi hanno indotto allo studio di questi
colfosali: le relazioni che essi possono avere con gli oltremari. Pure nella

(') Lavoro eseguito nel laboratorio di Elettrochimica del R. Istituto Tecnico supe-
riore di Milano, diretto dal prof. G. Carrara.
(*) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 1912, pag. 183




