j f§>ilwr11;[
! DELLA

‘& REALE ACCADEMIA DEI LINCEI
|

1 ANNO (CE X
| 1913

‘ =) Jabl J5 06 J20 - (@), 10F 1E JIF R A

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

VOLUME XXII.

1Y SEMESTRE

RONM A

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEI

} PROPRIETA DEL CAV. V. SALVIUCCI
0192
I [915

/




— 213 —
identico a quello della forma e . Percid queste successive trasformazioni si
potranno rappresentare con lo schema:

CoEN=NNCH . N0, 7 g 0, Ht NN CIHY NOS i o
— g

|
0
—> (HO) C¢H,.N=N.C:H,.NO,.

||
0

Matematica. — Sopra aleuni polinomii definiti, considerati
da Hurwitz. Nota del dott. T.. ORLANDO, presenfata dal Corrispon-
dente A. D1 LEGGE.

L illustre prof. A. Hurwitz, in una recente Nota (?), trae occasione da
due importanti guestioni particolari, per affrontare una questione pil estesa,
sulla quale mi permetto insistere.

Se

(l) f(@)=co+c ‘lb—i"(tf‘lz_l‘_" '-I_C‘Zn"’mE
denota un polinomio sempre positivo per ogni & reale, allora i due polinomi

(2) H(z)=f(z) 4+ f'(x) + (@) + - + [ (x)

o : JIE 1 1
(2) fol@) = /(@) 41, (@) + o~ fP(2) + -+ 7 7.8™ ()

sono anch'essi definiti positivi.
Hurwitz osserva che, volendo dimostrare cid per via trascendente, basta

osservare che i due integrali positivi

(4) | e /f(x 1 u) du

<0

(5) ]; | ¢ 4 f(x -+ u) du
7w =

valgono rispettivamente (%) /i(z) ed /.(z). Ma passiamo alla questione ge-

(") Ueber definite Polynome. Math. Annalen, LXXIII (1912).
v + @), e si applicherd la nota formula che si ottient

(*) Per fy(x) si sviluppera f
Vi3 .
-— 1‘1\{‘.\"@‘;

Yy

osservando

derivando » volte primo e secondo membro della relazione (Gphads ] *:]
J—o

ad y. Circa la /i(2), si pud anche risparmiare 1'impiego dell'integrale (4),

) 5 Sl \ y o=& f.(p
che e=@f,(2) ha evidentemente per derivata — e~ f(), che & negativa: dunque é hH(z)
¢ 'll‘t‘ﬂ'*r‘f'nt:'; ma tende a zero per =z ifinito, \llmqn«‘ ¢ sempre positiva, € tale deve
&x

essere anche /i(z), ottenutane sopprimendo il fattore positivo e~
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nerale che I'illustre autore si propone di risolvere per via algebrica. Bgli
serive
(6) F(x) = a f(2) + a, f(z) + @ ["(x) + - aon f (),
e si domanda come debbono essere i coefficienti a; affinche F(z) risulti un
polinomio definito positivo.

Allontaniamoci per un po' dalle considerazioni di Hurwitz, e seriviamo

3 g G o 0 I " | ’(‘” (2
(@4 o)) = [(z) + ;L/ (z) r('r_;f (z) + - ‘F'.,’lﬂ.f it
; 3 4
" [(z 4 @) = f(z) +- = /() 4 ) [ IR . 1 i)
(7) 1 1L, 2 ' C(2n)!

5 (4VEr " ’ N
/'t;zr+«;,,)=/(vr>+"1[‘/ () + 1(’(’" (@) 4 - (),

o / I ¢
2 (2n)!

dove u & molto grande: per esempio, non inferiore a 47.

' . . "/\ . .
Sommando, dopo d'aver moltiplicato per , otteniamo come primo
17
membro una funzione positiva P(z), e come secondo membro otteniamo

(1 & Ao Ssn

/(@) 2 S gy

» T o
(3) Qo [ (%) w (22)!

w

dove genericamente si e posto sy, = & - a} ~+ - - ), . Se i coefficienti «,

che figurano nella funzione F(z) espressa dalla (6), consentono cho. colle «

. . . ”\) '\‘l
tutte reali, si possa porre genericamente T =@, 0 anche
w 7%
’ a;
(9) Si=iluw—,
ay

allora F(z) risulta definita positiva.
Cid avverra sempre quando (') risultino positivi 1 determinanti

'1“) 1 81 Sa

ricavati dal discriminante dell’equazione che ha le « per radici. A noi oc-

correra precisare soltanto le prime 2z fra le s, perché tante ne impegna

(*) Ved., per esempio, Serret, Cours d’algebre supérieyre. Kdit. 1877, p 579.
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la formula (9). Le successive potranno sempre fissarsi tali che i determi-
nanti (10) che le contengono risultino positivi anch’essi (bastera fissare op-
portunamente alta 1'ultima s). I determinanti (10) pessono seriversi

ay a, liao a0 U5 oo o e
(11) |ay 24, a; 2las; 3las
2iliasn Sl 4o

0 anche nella forma (14) del citato lavoro di Hurwitz.

Con cid noi siamo giunti a stabilire una condizione sufficiente affinche
F(x) sia definita. Che non & necessaria si vede subito. osservando, per
esempio, il polinomio

f(z) =242,
e (eon ¢ =1, g, =1, a,=0) formando

F(x) = f(x) + f/(#) = 2* + 22 + 2 = (x + 1) 4 1.

Questa F(x) ¢ evidentemente definita positiva, ma non & positivo il deter-
minante
IR === 1

o ay ‘
| —
|

a, 2a, {FELR()

L'esame dei determinanti (11) & molto comodo nel caso del polinomio (2).
Se infatti consideriamo il determinante (11) d'ordine generale », relativo
a questo caso, e ne dividiamo la terza colonna per 2!, la 42 per 3!, ...,
Iy DA e (=il o poi facciamo semplicissime riduzioni, noi veniamo
a trovare il determinante di Vandermonde, costituito colle potenze dei nu-
meri 1,2,3,..,»; cioé un prodotto di (',) differenze positive. Nel caso

di fy(2), I'esame dell integrale (5) & proprio preferibile (*).

Riepilogando, possiamo dire che 1 importante questione, alla quale
Hurwitz ha rivolto la consueta genialitd ed il consueto acume. rimane an-
cora effettivamente aperta verso la ricerca di condizioni meno immediate e
pil praticamente applicabili.

(*) Si potrebbe porre il problema: come debbono essere date le costanti 2,, 2
A, ., Aan affinch® lequazione funzionale ' \(a) e Ay ammetta per soluzion 2
funzione A{«) positiva o nulla (non negativa)? Pin generalmente, la A(e) potrebbe ricer-

carsi tale da rendere positivo 1’intecrale l \(a) -+ @) dea. esteso anche ad un’oppor-

tuna linea che si scosti dall'asse reale. I 4 possono intendersi come particolari ri

di una funzione A(¥), ottenuta, se si vuole per interpolazione. Osserviamo che, anche

con @ complesse, la somma dei primi membri delle (7) si pud ottenere positiva; se, per
esempio, le « fossero (rvipetute due volte) le radici (22)m¢ dell’unita, la somma dei se-
9
condi membri (u {n) darebbe 4nf—4 —— /@™ ciot una funzione positiva.
{ T

Dia
2n)!




