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Meccanica. — A\'/{//‘(’//ZU'/’-/)/‘/") dei /’r'//’/)/' elasticl f'&/)//";/;/, Nota I1
del Dott. Lucro Sinna, presentata dal Socio V. VOLTERRA.

Nella precedente Nota (*) mi ero proposto la ricerca delle « deforma-
zioni fondamentali » di un mezzo elastico isotropo. Intanto avevo dimostrato
I'equivalenza fra la risolvibilita del problema dell'equilibrio elastico. dati
gli spostamenti in superficie, mediante semplici strati elastici, e la trasfor-
mabilitd di un pseudo-doppio strato (elastico) in uno strato semplice.

[l risultato al quale ero giunto si pud cosi enunciave:

« Condizione necessaria e sufficiente per 1'esistenza di un sistema di
semplici strati elastici i quali, nei punti di una data superficie chiusa o,
coincidano con tre funzioni finite e continue u(e,f) , v(e,p) e w(a,f),
date ad arbitrio su o, & che oli pseudo-doppi strati elastici costruiti con le
densita » , v e w si possano trasformare in semplici strati elastici equivalenti,
sia nel campo finito S. limitato da o. sia nel campo infinito S »

In questa Nota mi propongo di ricercare quali siano le condizioni neces-
sarie e sufficienti affinche si possa attuare la trasformazione suddetta e dj
trovare, quindi, le condizioni necessarie e sufficienti a cui debbono sod-
disfare le date funzioni w,» e w affinché il primo problema fondamentals

dell'elasticita sia risolubile per mezzo di semplici strati elastici.

Poiché dovrd talvolta citare le quattro Memorie del prof. Lauricella
Alcune applicazioni della teoria delle equazions funzionali alla fisica-ma-
tematica (*), le indicherd coi numeri 1, TI,1II e IV. Si intende che. circa
il contorno ¢, supporremo soddisfatte le condizioni specificate in prineipio
della mia prima Nota.

Consideriamo gli pseudo-doppi strati elastici seguenti:

1 R ;
Wi&,1n.0) = ‘ NG X (e, B) Y. - e f/';’,/ —
(Em ) =g | Vula, B X (e
I s %
== 2u(a,B) X, do
a7t 5
i . 1 { =
\\:(:'_,,.>):‘—| '//\ftq'/v,ﬁ,j‘—‘m.,v‘t\x-—— . (o
a7t J g = : : )
(1) ‘
= 2 /l.\" o
’ 1 : )
WA o €)= ‘ u(e , ) Xg' (do =
I d: i
== 2B X da
o 5
270 Jg
(*) Vedi questi Rendiconti, vol. XXII, serie 5%, 19 sem. (1913), pp. 12

(*) Il Nuovo Cimento, serie V. tomo XIIT, 1907,
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dove &,7,¢ indicano le coordinate del polo P; (e . B),v(e,B), wle, )
sono funzioni date finite e continue dei punti di o, e XV oo w7 Xl
., Xg', ... rappresentano le componenti delle tensioni in superficie corri-
spondenti alle ben note deformazioni fondamentali del Somigliana ', o

) 7
) U g Wiy
" e H!'I

U

Ci proponiamo di trasformare, nel campo finito S, i doppl strati (1)
in semplici strati: ossia ci proponiamo di determinare tre funzioni Gl
e Zs tali che gli strati elastici semplici :

[ T 07
2 (s )= — ool s o == 5 "
(4) Ul( '/>~) Z/”T,‘G \;’/ g , Dkl,.'/,s) 2/‘7“’ Xo ' do,

1 s
| 3 X.4" do
D)
2 Jo

U;(E.? 0=

/

coincidano, dentro S. con gli pseudo-doppi strati elastici (1). talehe si abbiano
le equazioni seguenti:

o . 1
WG g a8i== n,{)
\ 3 27 :
() / WalE, 5,8) — 0, 0),
VWi (S ) IR R B e . — Us(&E, 1, 6)

Ebbene, ammettiamo che le tre funzioni X, , Y, e Z, esistano e siano finite

e continue nei punti della superficie o; allora, in virtii della teoria degli
strati elastici, esisteranno dalla faccia interna di ¢ le compouenti delle

corrispondenti pseudo-tensioni (Mem. II, § 11) che, per ogni punto p'(e, )
di o, rappresenteremo con U,(a',g"), Uy, 8') , Us(e', 8'), e che saranno

finite e continue su tutta la superficie o. Sussisteranno, inoltre.

le

) formole
(loe. eit.) :

T ' ) 1 or 1 st ! r 3

U,(a, f') = — X4(e .Q)JI— DX (e 8 @, B). Xe(e, B) do
2T Jg 2

= — > l . v r ! ) ) ' )

[ ey Bl)i= Yoo (% 5%) = SO ( ] ( 8). Xs(a , B) do ,
alt g

Us(e' . B) — Zs(a , f') + E | SX"(ex S8 el B X (e i8) do.
27 Jg

Ma allora, per la supposta equivalenza in S, dei doppi strati elastici W,,
W, e W ai semplici strati U,, U, e Us, dovranno pure esistere su @, o
dalla banda dello spazio S, le componenti delle pseudo-tensioni corrispon-
denti ai doppi strati W,, W, e Wj: indichiamole rigpettivamente con

\\"l((’ R ,;") : \\‘.1141".’,‘))' ) e Wala SUAN)E

Renprconti. 1913, Vol. XXII, 1° Sem. 29
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Danque, ammessa 1'esistenza dei semplici strati elastici U, , U, ed U,
ossia delle funzioni X, ,Y, e Zs, finite e continue nei punti di @, risulta
che condizione necessaria per la trasformabilitd, nel campo finito S, dei
doppi strati elastici (1) nei sempliei strati (2), é la esistenza, dalla banda
interna di o, delle pseudo-tensioni corrispondenti ai doppi strati elastici
proposti e che siano, inoltre, finite e continue su o.

Reciprocamente, supponiamo che, dati i pseudo-doppi strati elastici
W.(&.9,8), Wo(E,n,0) e Wy(§,n,(), esistano le componenti W,(a', §),
W.(a',8) e Ws(e',p') delle pseudo-tensioni dalla faceia interna di o, e
siano finite e continue sopra o; pofremo allora scrivere il seguente sistema
di equazioni integrali di seconda specie :

= ; ‘ 1 e .
\ Wi ,p') = — Xq(e' , 8') + o SX5(e' , 6 ; a,B).Xo(ex, ) do,
a7t g
@ = N o AP
W.(e',8)=—Yq(a',8")+ X (e BNy Bl s Xig (o B)idas
210 Lo . ; o
Ws(e' , ') =
dove X, Y, ,Z;, X7, ... X', ... sono, come é stato gid specificato innanzi,

le tensionl corrispondenti alle deformazioni fondam entali del Somigliana, e
Xo, Yo, Zs rappresentano tre funzioni incognite. Ci proponiamo di dimo-
strare che il sistema (4) ammette certamente una soluzione finita e continua,
ossia che le funzioni X, ., Ys,Zs esistono e sono finite e continue sopra o.

Si consideri, pertanto, il sistema di equazioni integrali omogenee, cor-

rispondente al sistema (4),

S A 1 77,
\ 0=—X,(e",f) 1 5 X5, B @,B).X (e, B)do,
a7t g
) C [REEON T
/ ==Y {{eY o () 5 = X5, i a,pB).X\(a,p)do,
g
e s1 consideri, inoltre, il sistema omogeneo. coniugato del precedente,
’ 1 ALY e
\U:—-Xﬂlc ,J)-}—f‘_,\;Ilf”/jr(,‘/y_,\ (e, B) do,
am Jeg ; ’
(6) ]

/4
b
Q3

r r ]
a,pf).Xye,p)do,
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Si pud dimostrare (IV,
zioni linearmente indipendenti

\ XP(e!, ) =a YO, 8= 0

(7) XP(« ) =0 , YP(,B)=1b
[ 39, 8)=0 |, Y(e', 3) =0
dove . b e ¢

soluzioni fuori di quelle. Pertanto,

)

]

4) che il sistema (6) ammette le tre solu-

1
(

7V’ | B = 0

729", ) =10:
ASIE

,M‘jl):";

rappresentano tre costanti arbitrarie, e che non ammette altre

in virth della teoria del Fredholm. se-

guira che, affinche il sistema (4) ammetta soluzioni, ¢ necessario e suffi-

ciente che le funzioni W, , W, e W, soddisfino

.;\'\',‘a,m X, ) 4 W,

/Q

[ Wie,p). 7))+ W,

Ja

l(.‘J,) +

(:\\',('u,p’).T\'z“(a.,‘il—}—. it iy

Ja

ossia, per le (7), alle condizioni seguenti:

‘ W, (a¢,8)doc=0 | W (e, g)do =0

L 4 L

Ma queste condizioni sono certamente soddisfatte,

\
| 3 _
; Wa(e, B) e Wa(e

deformazioni W, (&,7n,8) . Wu(&, 1. )

X (Bl e Y s Bl

soluzione del sistema (4) s
, B) + m X«
B+ m YV («
’ ‘7) —l— m Z

[l ges
Yo(a, 8) = Y[

\ Xo(a, )
(8)

Zo(ex ,B) =y («

F) +

dove m , n

e p indicano tre costanti arbitrarie.

al

) - W.(c

Indichiamo con ¢(c , B) , W(a,B) , y(e .
e rappresentiamo, inoltre, con
\(l"((t  B) Y‘,]‘((r B . ZMe.
X ) X (e, B)l o 28

tre sistemi di soluzioni linearmente indipendenti delle (5) (si
per le (6), ne esistono tre soli linearmente indipendenti);

sara allora cosi espressa:

| Wa(e

o

giacche le

le condizioni:

8). Z‘;"((c 5 ‘f)’w: o =) s

)
‘,/ﬂ:(),

/
~«10'=H;

,8)de=0.

Wi(e, B),

. ) sono le componenti delle pseudo-tensioni relative alle
o WEE s @) (A S
sistema di equazioni integrali (4) ammetterd certamente soluzioni.

14); quindi il

£) una soluzione del sistema {(4)

B

/

B,
23 e ,

8),

sa che, come

la pit generale

 B) + nXP(e, 8) + pXP(a, £),
B)F Y, p

)i
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Osserviamo che, sempre in virtu della teoria del Fredholm, le funzioni
XP, Y e ZP (¢=1,2,3) sono finite e continue nei punti di o, e cosi
pure le funzioni ¢,y e x; quindi anche Xg(a,p) ., Yo(e,p
saranno finite e continue sopra o.

) e Zqla, B)

Cid premesso, con la soluzione finita e continna X, , Y, e Zg del si-
stema (4) costruiamo gli strati elastiei:

e - 1 e
W5 77 2 [6) = |2}\0u”/q,
2w Jg
TR = 1 ‘\- g "
(9) [J‘;‘i',ll.>)=*)’* . DN o
27 g
( T r 1 ) T "
Us(& . 7 O=+ | X, " do
7%

Poiche le densitda X,, Y, e Z; di questi strati sono funzioni finite e con-
tinue dei punti di @, varranno le formole (II, § 11):

= 3SX5( , 5 ; a,B) . Xe(a,p)da,
7 s

Ui ,3) = — Xq(c' B+ -

T - ’ 1 ’ e 71 >y y )
Us(e', B') = — Yo(e' , 8) 1+ o |IEXY (el B e ). X o (e B)id oy
270 sT i

B8

Us(e , ) =

qualunque siano le costanti 7,7z e p: quindi, ricordando che Xq, Yo e Z,

sono soluzioni del sistemna (4), avremo:

W, (a' ,B)=T,(c", B, Wy, £ = Us(c , g, Wis(e, 8" = Us(e, p).
Si conclude che gli pseudo-doppi strati elastici W,, W, e W, hanno,

nei punti di ¢, e dalla banda del campo finito S, le medesime pseudo-

tensioni degli strati elastici (9), U, ,U, ed U,; pertanto le W, (&

W,(& 7

1:8) 8 Ws(&,7,L), non potranno differive dalle U,(%,7.8) ., Ug(&.1,{)
ed Us(&,7 ., £). rispettivamente, se non per una costante ciascuna (I, § 9).
Ma ora mostreremo che ci possiamo sempre giovare della arbitrarieta delle
costanti 7 , % e p per fare in modo che le corrispondenti funzioni U, . U,
ed U, coincidano rispettivamente, nel campo S, con W,, W, e W,.
A tal fine, con le funzioni ben determinate ¢(e, f) , W, ) e («,p),

finite e continue sopra o, costruiamo i seguenti strati elastici semplici:

Q(&,7,8) = = | Sg(e,p) ' do «15(,5,7,4;),—.27; | T, p)u"do,
&It g a
)&(:.r;,g)=-2—7; ‘E(p(a./)’) u'" do .

Successivamente costruiamo :
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con le funzioni X{,Y{" e ZY, finite e continue su.o,

1 semplici strati

3 S : . ‘ ~
(&5, 10) = o ‘ 2Xee,B).u'do , w(&,n,8) = 5 ‘ 2X{MNe,p).u"ds,
- g - [ ]
(&, 1,0 == | 3X{e,p).4" do;
2w Jg

con le funzioni X{*

ARG VAR

. ) (et 1
LEHnG) — ‘lk',“tzz,ﬁ),u'r[o‘ wo(E,m,C) = e
2w Jg ! 27T Jg

e, finalmente. con le funzioni XPYPZE
gli strati semplici
]

— | 3XP(e, B).u' do

& )\ —
As(&, n.,C)= o
2w Jg

In virtu della linearita delle formole (8

C

sizioni fatte, le (9) si potranno quindi scrivere come appresso:

Ui(&,0,0)=@(&,9,0) +mA(E,n,8) + niy(&,n,!

(10) Us(8,9,0) =P ,n,8) 1+ mu(&,n,8) + nu(E,n,8) +
Us(&,9,8) = X(&,9,8)Fmv(§,7,0) -+

(&, m.8) e v(&E, 7, L),

Ora si pud dimostrare (IV, 8§ 5 e 7) che le
t=1.2

campo S: e questi valori costanti sono tali che, posto:

)\\ —da . /‘ =a" . As=4a"

Wy — 0" o g — 5" ws = b"
! n "r

= Vo = (C L Ve = (

il determinante delle nove quantita o',8",c¢",a", .., a"

equazioni (10) in guisa che si abbiano, entro il campo S,

Ui ,n,0)=Wi¢,9.0) , Us(&,n,8)= W&,

.
r

funzioni 4;(&

pure finite e continue su ¢, i semplici strati

| ZX@(e, B). w"da,

parimenti finite e continue su @,

), e avuto riguardo alle ultime po-

PR

SGIS
, 3). assumono valori costanti in tutto il

,... & diverso da
zero. Per conseguenza, sard sempre possibile di determinare m , 7 e |

nelle

Riassumendo, dunque: condizione necessaria e sufficiente affinche gli
pseudo-doppi strati elastici W,(& ), Wa(E,7,8) e Ws(&,7,C) pro-

posti si possano trasformare, nel campo finilo S, in strati elastici sem-
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plici equivalenti, con densita finite e continue, é che esistano
e continue sopra o, le corrispondents pseudo-tensioni di W
dalla banda di S.

1

Similmente si potrebbe ragionare per il campo infinito S" e si tr
che: condizione necessaria e sufiiciente affinché un sistema di pseu

strati elastici si possa (rasformare, nel campo infinito N, in

strati elastici equivalents, é che esistano, e siano finite e conts
le componenti delle pseudo-tensioni dalla banda di S

Vogliamo, infine, osservare che i precedenti teoremi costituiscon
sione all'elasticita di quelli che. per la teoria del potenziale, sono
mostrati dal prof. Lauricella (1) e dai quali visulta che condizione n

e sufficiente affinché un doppio strato W si possa trasformare in

plice strato equivalente, nel campo finito S o nel campo infinito S,

esistano e siano finite e continue lungo o le due derivate normal
rispettivamente dalla banda di S e di §'.

A\Iatt’nlaticﬁ. — Sur les fonetions //(,’/"/////f/'///{’»\' de 2

Nota di J. Soura, presentata dal Socio V. VoLrERrRA.

Les solutions fondamentales de deux fonetions permutables de 2i®me

no finile

W. e W,

overebbe
J'A-!Ir/ly’r],'

semmplici
/

Sopra o,

) ‘.'.\‘(\II'
stati di-
ecessarla
un sem-
e 1'|]|‘

i di W,

espece.
2

espece

sont liées par des relations qui font intervenir en général les fonctions prin-

cipales (*). Je voudrais indiquer rapidement dans cette Note les
plus générales entre les fonctions principales.

1. Soient K(zy) , N(xzy) deux fonctions intégrables, permutab
un intervalle ab. N(zy) sera d'abord supposé de la forme

n

N(zy) = \_ @i(x) vi(y) .

=1

Nous supposons les ¢;(x), et aussi les Yi(y), linéairement indépend:

a, en exprimant que les deux fonctions sont permutables

relations

les IIHII\

ants. On

(1) a,(x) Yi(y) + -+ @ (x) Uu(y) = @i(z) Bi(y) -+ - —+ pu(z) B.(y)

(b *b
ailz) = | K(z 5) @i(s) ds Bily) = | K(sy)wis)ds.

“a 1

Il est facile de déduire de (1), que les a;(x) sont des fonctions
de @\(z) ... @, (). Ils peuvent aussi étre nuls.

(') Nella Nota Sull'equazione integrale di 1% specie..... Rendie. della R
Lincei, vol. XIX, 1° sem. 1910
(*) Rendiconti R. Accad. dei Lincei, ottobre 1912,

linéaires

Accad. dei



